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Uber das Euklidische hinaus

Rechte Winkel — Konstruieren und Argumentieren
jenseits von Zirkel und Lineal

LERNGRUPPE:

3. - 6. Schuljahr

IDEE.  Konstruktionen mit Winkelhaken und

Einschiebungen

Manch didaktischer Text zur Schulgeo-
metrie bleibt zeitlos giiltig, etwa der
zu drei Griinden, geometrisches Den-
ken zu fordern, von Heinrich Bauers-
feld (1992). Der dort als zweites ge-
nannte Grund betrifft die Heterogeni-
tit bei Schiilerinnen und Schiilern, der
dritte den Mangel an erfahrungsba-
siertem Wissen bei Lehrkriften. He-
rausragend bedeutsam aber erscheint
der erste Grund: ,,Das Ausbilden arith-
metischer Begriffe hingt eng mit der
Entwicklung geometrischer Grundvor-
stellungen zusammen. Damit verbin-
den sich verdnderte Vorstellungen von
den fundamentalen mathematischen
Lehr-Lern-Prozessen® (Bauersfeld,
1992). Aufgrund der rasanten Entwick-
lung bei der Software zur dynamischen
Geometrie mag man mittlerweile subs-
tanzielle Fortschritte annehmen. Aber
es bleibt die Frage, in welche Richtung
genau eine Horizonterweiterung statt-
gefunden hat.

Andere Werkzeuge,
andere Argumente

Ich erinnere dazu an einen faszinie-
renden Vortrag von Roland Stowasser
1981 in Darmstadt, der sich mit der auf
die euklidische Geometrie fokussierten
Sichtweise der Schulgeometrie ausei-
nandersetzt, und der leider nur durch
einen zornigen Kurztext dokumentiert
ist (Stowasser, 1981). Dieser aber er-
scheint mir auch noch heute, 2014, fiir
alle Schulstufen giiltig:
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S0 sind die Lehrer in der Regel auf die
total verengte Perspektive der Schulbii-
cher angewiesen, die das reiche, in der
Geschichte so vielfach beackerte Pro-
blemfeld der geometrischen Konstruk-
tionen zu einem Exerzierfeld fiir Zirkel
und Lineal entarten lassen. Schlimm
ist, dass Oenopides‘ Zirkel-Lineal-
Dogma unbefragt bleibt, und deshalb
auch nicht erfahren wird, wie artifiziell
die allein zugelassenen Losungen sind
und wie schwach die Griinde fiir die
Abweisung anderer Losungen. Rekursi-
ve Verfahren werden als kunstlose Pro-
bierverfahren disqualifiziert, und zwar
wegen angeblich zu geringer Genauig-
keit. Pergament als Werkzeug, Falten,
Durchstechen, etc. taugt vielleicht fiir
spditere Handwerker ... “

(Stowasser 1981).

Roland Stowasser unterbreitete eine
Horizonterweiterung iiber das euklidi-
sche Argumentieren hinaus durch die
Idee des verwendeten Werkzeugs: Er
demonstrierte Konstruieren und beglei-
tendes Argumentieren, bei dem als ein-
ziges Werkzeug ein Winkelhaken zu-
gelassen war (Abb. 1). Das Fazit: ,,.Der
Winkelhaken ist mindestens eben-
so stark wie Zirkel und Lineal zusam-
men.“ (Stowasser, 1981)

Wir betrachten hier nur Winkelha-
ken, die rechte Winkel einschlieflen,
und erkunden an vier Konstruktionen,
welche Argumente das Handhaben die-
ses Werkzeugs nach sich zieht. Rechte
Winkel erscheinen hier sowohl als Ob-
jekte als auch als Werkzeuge, die Kon-
struktionen weisen jedoch iiber rechte
Winkel hinaus.

In vielen handwerklichen Berufen
werden nicht nur ,,euklidische Werk-
zeuge* wie Zirkel und Lineal verwen-
det, schon gar nicht in der reinen ,,ska-

lenlosen* Form. Etliche Berufe nutzen
den Winkelhaken: Als ,,Anschlagwin-
kel ist er bei Architekten, Schreinern
und Zimmerleuten gewohntes Werk-
zeug. Er ist auch eines der Freimaurer-
Symbole. Als ,,Spenglerwinkel* nutzt
man ihn im Metall verarbeitenden Ge-
werbe (Abb. 2). Der Spenglerwinkel ist
ein solider rechtwinkliger Winkelha-
ken aus Metall, der an seinem inneren
Scheitelpunkt eine kleine Auskehlung
besitzt, um einen Stift oder ein Schneid-
werkzeug anzusetzen.

Konstruktionen mit rechtwink-
ligen Winkelhaken

Zugelassene Werkzeuge euklidischer
Konstruktionen sind ,,Zirkel*“ und ,,Li-
neal“. Genauer gesagt: Der ,euklidi-
sche Zirkel ist zunéchst ,,zusammen-
fallend* gedacht. Und das ,,euklidische
Lineal® ist zundchst ,,skalenlos* ge-
dacht und erlaubt nur das Zeichnen von
Geraden. Immerhin kann man mit die-
sem idealisierten Werkzeugsatz rech-
te Winkel zeichnen und gegebene Fi-
guren an gegebenen Geraden spiegeln.
Rechte Winkel kann man dann durch
zueinander senkrechte Geraden kenn-
zeichnen:

Zwei Geraden a und b sind genau dann
zueinander senkrecht, wenn a beim Spie-
geln an b auf sich selbst abgebildet wird.

Aus einem Streifen bilden wir einen
symmetrischen rechtwinkligen Win-
kelhaken (Abb. 3). Zuerst entsteht der
zum Rand senkrechte Knick, indem
man ,,Rand auf Rand*“ faltet, dann
der Winkelhaken, indem man ,,Rand
auf Knick® faltet. Dann kiirzt man die
Schenkel auf gleiche Langen. Dieses
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Abb. 1: Winkelhaken, wie sie R. Stowasser
1981 in Darmstadt verwendete

Werkzeug ermoglicht das Konstruie-
ren eines gleichschenklig rechtwink-
ligen Dreiecks einschlieBlich der Hy-
potenuse bei Nutzen des Auflenrandes
und damit u.a. auch das Konstruieren
eines regelméfBigen Achtecks (Abb. 4).
Die Konstruktion startet mit dem recht-
winkligen Kreuz innen. Dabei werden
dessen Symmetrien nicht a posterio-
ri als Eigenschaften erkundet, sondern
a priori als Konstruktionsprinzipien
investiert. Eine solche auf Symmet-
rie und mehrfachem kongruenten Ko-
pieren basierende Konstruktion eignet
sich fiir alle Schulstufen.

Der Winkelhaken zum rechten Win-
kel in Abb. 3 und Abb. 4 wird aus einer
»wtreifenschablone® hergestellt (Woll-
ring 2003). Streifenschablonen sind
geknickte und ggf. mit Marken verse-
hene gradlinige Streifen aus Karton,
die ein skalenloses Messen und Kopie-
ren von Strecken und Winkeln ermog-
lichen. Die Schiilerinnen und Schiiler
konnen damit Dreiecke, regelmifBige
Vielecke und nicht zu komplexe allge-
meine Vielecke kopieren und in gefor-
derte Lagen bringen (Wollring 2004).
Lésst man diese Technik zu, so geht
man bereits tiber die ,,euklidischen Op-
tionen* hinaus. Das wird im folgenden

Abb. 3: Symmetrischer
Winkelhaken zum rech-
ten Winkel

mathematik lehren 185 | 2014

.

Abb. 4: Konstruktion eines regelma-
Bigen Achtecks mit einem symmetri-
schen rechtwinkligen Winkelhaken
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Abb. 2: ,Spenglerwinkel” (links) und Anschlagwinkel sind Ubliche Werkzeuge im Handwerk

Abschnitt belegt, in dem mit Streifen-
schablonen auch andere Winkel als der
Rechte gedrittelt werden.

Zunichst aber soll mit einer etwas
ungewohnt erweiterten Schablone aus
einem Geodreieck und einem daran
befestigten Streifen, die im Kern aus
einem rechtwinkligen T mit symmetri-
schen Skalen auf dem Querbalken be-
steht (Abb. 5), ein gleichseitiges Drei-
eck konstruiert werden. Die Winkel-
skala wird dabei nicht verwendet. Die
Spezialitit liegt darin, dass eine ,,Ein-
schiebe-Konstruktion® vorliegt.

Die nicht euklidische Erweiterung
der Konstruktionsmoglichkeiten be-
steht nun darin, dass man diese Scha-
blone auf der Zeichenfliche beliebig
bewegen und dabei in Lagen bringen
kann, die durch bestimmte Bedingun-
gen gekennzeichnet sind. Solche Kon-
struktionen heif3en ,,Einschiebe-Konst-
ruktionen®, sie gehen iiber die euklidi-
schen Optionen hinaus.

Bei der Konstruktion in Abb. 6 wird
die Schablone so eingeschoben, dass
die obere Kante des schwarzen Strei-
fens eine Symmetrieachse bildet, wel-
che den unteren rechten Eckpunkt des
Quadrats auf einen Punkt seiner Mit-
tellinie abbildet. Die untere Quadrat-

Skalen

Abb. 5: Streifenschablone ,T“: symme-
trischer rechtwinkliger Winkelhaken mit

seite und die linke vom Geodreieck ab-
gedeckte Seite des inneren Dreiecks
sind daher gleich lang. Die beiden so
gezeichneten durchgezogenen Seiten
sind gleich lang, weil auch die Linie in
der Mitte des Quadrats eine Symmet-
rieachse ist. Der Basiswinkelsatz be-
sagt dann, dass auch die drei Winkel
des Dreiecks gleich grof} sind, der Satz
zur Winkelsumme im Dreieck liefert
dann ihr Maf} mit 60°.

Das Herstellen des rechten Win-
kels und alle weiteren hier dargestell-
ten Konstruktionen sind auch mit Pa-
pierfalttechnik zu realisieren. Die Geo-
metrie des Papierfaltens geht ebenfalls
iiber die euklidischen Optionen hinaus.
Das kann hier nicht im Detail entfaltet
werden, erwéhnt sei aber, dass es Axio-
mensysteme zum Papierfalten gibt, die
iiber das des Euklid hinausgehen (et-
wa Schmitt-Hartmann/Herget 2013,
S. 156 f1f.).

Dreiteilungen von rechten und
anderen Winkeln

Das folgende Beispiel zeigt stellvertre-
tend, wie am rechten Winkel Verfahren
und Argumente ,.iiber das Euklidische

Abb. 6: Konstruktion eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Streifen-
schablone ,T“ in drei Schritten
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Abb. 7: Klassische Dreiteilung des rechten
Winkels. Die mit // bezeichneten Strecken
sind gleich lang.

hinaus® entwickelt werden konnen,
wenn man das Repertoire der zugelas-
senen Verfahren passend erweitert.

Mit Zirkel und Lineal im Sinne der
Idee euklidischer Konstruktionen ge-
lingt die Dreiteilung von Winkeln im
Allgemeinen nicht, und zwar prinzi-
piell nicht (Wantzel 1837, zitiert nach
Schmitz 2010a). Denn mit Zirkel und
Lineal kann man nur Konstruktionen
bewiltigen, die dem Losen von Glei-
chungen zweiten Grades entsprechen,
und eine solche liegt hier nicht vor.
Wohl aber gelingt die Losung mit einer
Einschiebe-Konstruktion.

Die klassische Winkeldreiteilung
Betrachten wir zunichst die bekannte
Konstruktion zur Dreiteilung des rech-
ten Winkels und sammeln die Argumen-
te dazu, dass ein Winkel mit 30 ° gefun-
den wird (Abb. 7): Der Winkel w(BOA)
sei ein Rechter, einbeschrieben ist der
Kreis durch A und B mit Mittelpunkt O.
Alle mit // bezeichneten Strecken haben
dieselbe Linge, die des Radius. Der neu
gezeichnete Kreis um A mit demselben
Radius schneidet den ersten Kreis in C,
die mit /// bezeichnete Strecke ist ge-
nauso lang wie der Radius //.

Der Basiswinkelsatz ergibt: Weil
das Dreieck OAC drei gleich lange Sei-
ten hat, sind auch seine drei Winkel al-
le gleich groB, also 60°, denn der Satz
zur Winkelsumme im Dreieck besagt,
dass diese 180° betrdgt. Der Winkel
w(BOC) hat als Ergdnzung zu 90° das
MafB 30°, ein Drittel des rechten Win-
kels. Die zentralen Argumente (hier
kursiv bezeichnet) sind sdmtlich auf die
euklidischen Axiome zuriickzufiihren.
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Winkeldreiteilung mit einer
Einschiebe-Konstruktion

Mit einer zweiten Konstruktion zur
Dreiteilung des rechten Winkels erkla-
ren wir zundchst, was eine Einschie-
be-Konstruktion ist und dann, wie man
mit einer Einschiebe-Konstruktion
auch andere als rechte Winkel dreitei-
len kann. Dabei folgen wir weitgehend
der schonen Darstellung von Michael
Schmitz (2010a) und setzen lediglich
einige zusitzliche erlduternde Akzente.

Wir betrachten einen Halbkreis um
den Punkt O. Nun stellen wir uns eine
Gerade vor, realisiert durch den Rand
eines Kartonstreifens, und darauf zwei
Punkte P und Q. Diese Gerade denken
wir uns, gegeben durch den Streifen, in
der Ebene beweglich. Die vielen mog-
lichen Bewegungen grenzen wir ein, in-
dem wir uns die Punkte P und Q an die
Kreislinie so gebunden denken, dass sie
nur auf dieser bewegbar sind und ihre
Entfernung dabei, wie auf dem Streifen
markiert, konstant bleibt. Zwei mogli-
che Lagen des Streifens zeigt Abb. 8.

Nun betrachten wir irgendeinen
weiteren festgelegten Punkt R auf
dem Streifen. Verschieben wir nun den
Streifen nach links so, dass P und Q
sich auf dem Kreis bewegen, so weit,
bis der Punkt R auf der waagerechten
Achse zu liegen kommt, so markiert er
dort einen Ort, den wir nun mit S (wie
»Schnittpunkt®) bezeichnen. Dieser
Weg, einen bestimmten Punkt wie S zu
finden, wird als Einschiebe-Konstruk-
tion bezeichnet.

Entsprechend kann man sich auch
eine Einschiebe-Konstruktion vorstel-
len, bei der R auf der waagerechten
Geraden gefiihrt wird und Q auf dem
Kreis. Dann wird der Punkt P im Allge-
meinen nicht auf dem Kreis liegen, ab-

| o

Abb. 8: Bewegen eines Streifens, gefihrt
durch zwei an den Kreis gebundene
Punkte

gesehen von moglicherweise einer be-
stimmten Lage, in der er dies doch tut.

Entscheidend ist, dass man sich die
so gefiihrte Bewegung des Streifens als
Prozess vorstellen kann. Hiandisch auf
dem Papier ist man nach einigen Ubun-
gen damit vertraut.

Versucht man, die Einschiebe-Konstruk-
tion etwa mit der Software Euklid Dy-
naGeo, Cabri oder Scetchometry dar-
zustellen, so stoft man auf Hindernisse.
Klar, denn diese Software basiert auf
euklidischen Konstruktionsprinzipien,
damit sind Einschiebe-Konstruktionen
im Allgemeinen nicht darstellbar. Aller-
dings sind diese Programme teilweise
nicht in ganz ,.euklidisch konsequent*,
sie enthalten etwa Module zum Zeich-
nen regelmaBiger Vielecke, einschlief3-
lich des Siebenecks.

Nun fehlt nicht mehr viel, um eine Ein-
schiebe-Konstruktion zu beschreiben,
die den rechten Winkel dreiteilt. Die-
se und die folgende allgemeine Kon-
struktion gehen wohl auf Archimedes
zuriick (Wikipedia 2014). Gegeben sei
ein rechter Winkel mit Scheitelpunkt O
und einem Kreis, der die beiden Schen-
kel in den Punkten A und B schneidet.
Die GroBe des Kreises ist unerheblich.

Auf dem Streifen werden die Punk-
te R und Q so markiert, dass die Linge
Is(RQ)I der Strecke s(RQ) gleich dem
Kreisradius ist. Nun wird der Streifen
so bewegt, dass R auf der waagerechten
Geraden und Q auf dem Kreisbogen
gefiihrt wird. Unter diesen Lagen wird
genau diejenige durch Einschieben be-
stimmt, bei der die Gerade g(RQ), der
Streifenrand, durch B verlduft (Abb. 10).
In der Praxis ldsst sich diese Konstruk-

Abb. 9: Einschiebe-Konstruktion des Punktes
S bei gegebener Lage der Punkte P, Q und R
auf dem Streifen
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tion auch mit einer gespannten Schnur
realisieren, auf der man den Kreisra-
dius als Entfernung von zwei Knoten
markiert.

Diese spezielle Lage liefert die ge-
suchte Losung: Das Mal} des Winkels
w(BRA) ist ein Drittel des rechten Win-
kels w(BOA). Das kann man durch
Nachmessen belegen: Die Konstrukti-
on ,,passt®.

Mit ganz analogen Argumenten zu
den schon genannten kann man sie be-
griinden: Der Winkel w(BRA) habe das
MaB 6. Alle mit // bezeichneten Stre-
cken sind gleich lang, so lang wie der
Kreisradius. Das Dreieck ROQ ist dem-
nach gleichschenklig, der Basiswin-
kelsatz und der Satz zur Winkelsum-
me im Dreieck liefern, dass der Win-
kel w(OQR) das MaB (180°-20) hat.
Sein Nebenwinkel w(BQO) hat dann
das MaB 29. Auch das Dreieck QOB ist
gleichschenklig, dieselben zwei Sitze
liefern, dass sein Winkel w(QOB) das
MaB (180°—4 ) hat.

Somit hat der Winkel w(BOA) das
MaB 180° — ( 180° —48) — & = 38. Er
ist dreimal so groB wie . Sein Mal
war als 90° vorgegeben, also hat der
gefundene Winkel 6 das MaB 30°, ein
Drittel des gegebenen Winkels.

Mit denselben Argumenten wie zu-
vor, dem Basiswinkelsatz, dem Satz
zur Winkelsumme im Dreieck, dem Be-
fund zu Winkelsummen und eben dem
entscheidenden Zusatz, das Einschie-
ben als Konstruktion zuzulassen, findet
man, dass der zum gegebenen Winkel
w(BOA) gefundene Winkel w(BRA) ein
Drittel des urspriinglichen Malles hat
(Abb. 11).

Diese Einschiebe-Konstruktion lie-
fert nicht nur die Dreiteilung des rech-
ten Winkels, sondern auch die Drei-
teilung aller anderen Winkel im Be-
reich von 0° bis 135°. Bei 135° fallen
der Punkt P auf dem Streifen und der
Punkt B auf dem Kreis zusammen. Die
Dreiteilung von Winkeln iiber 90° fiihrt
man auf die Dreiteilung von Winkeln
unter 90° zuriick.

Man findet die Dreiteilung des rech-
ten Winkels auch mit einer Papierfalt-
Konstruktion (ausfiihrlich dargestellt
bei Schmitz, 2010a). Es geht auch mit
einem Winkelhaken (siehe da!) und ei-

nem damit verwandten Instrument na-
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mens ,,Tomahawk* (Wikipedia 2014).
Der Kerngedanke bei Konstruktionen
mit diesen Werkzeugen ist derselbe wie
bei der hier dargestellten Konstruktion.

Nomografie mit dem Winkel-
haken zum rechten Winkel

Nomografie bezeichnet die Technik,
numerische Probleme mit Hilfe von
Grafiken zu l6sen: ,,Gleichungen zeich-
nerisch l6sen* — so konnte man es auch
vereinfacht und stark reduzierend nen-
nen. Technisch bedeutsam war es vor
allem zu einer Zeit, da Rechenmaschi-
nen solche Aufgaben noch nicht so ef-
fizient l6sen konnten wie heute. Typi-
sche nomografische Werkzeuge wa-
ren etwa logarithmisches Papier, in
das man den Graphen einer Exponen-
tialfunktion zu gegebenen Punkten in
Form einer Geraden eintragen konnte;
Kurvenscharen, zu denen Schnittpunk-
te zu bestimmen waren; Rechenschie-
ber zum Multiplizieren usw.

Aber eine voreilig abschitzige Be-
wertung erscheint unangemessen.
Mancher schnelle Algorithmus heuti-
ger Maschinen basiert auf Argumen-
ten, die aus der Verbindung von geo-
metrischen und analytischen Schluss-
weisen entstanden sind, wie eben bei
der Nomografie.

Mit einer solchen Konstruktion 16-
sen wir das Delische Problem der Wiir-
felverdopplung. Zur Vergegenwirti-
gung: Verdoppeln der Wiirfelkanten
fithrt zur Vervierfachung der Ober-
flache und zur Verachtfachung des Vo-
lumens.

Ein Wiirfel, dessen Volumen dop-
pelt so groB3 ist wie das des Einheits-
wiirfels, hat die Kantenldnge ,,dritte
Waurzel aus 2%, das ist die Zahl a mit
a’® = 2. Das Delische Problem besteht
darin, eine Strecke dieser Linge 2 zu
konstruieren, wenn eine Strecke der
Linge 1 gegeben ist. Auch dieses Pro-
blem ist mit den Verfahren der euklidi-
schen Geometrie nicht zu 16sen, wieder
prinzipiell nicht (s. Wantzel 1837, zi-
tiert nach Schmitz 2010b).

Wir starten mit einer Ahnlichkeits-
idee (Abb. 12) und betrachten den recht-
winkligen doppelten Winkelhaken
ABCD und die Streckenldngen 1, x, y
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und z. Rechtwinklige Dreiecke wer-
den durch ihre Hohe in zwei dhnliche
rechtwinklige Dreiecke zerlegt, daraus
folgt:

x:l=y:x=2z:y,also

x*>=yund y* = x-z, daher x* = z.
Dabei nutzen wir die Strahlensitze. Die
Konstruktionen dazu sind allerdings
unterschiedlich schwierig, je nachdem,
ob man mit x startet und z sucht, oder
ob man mit z startet und x sucht.

Zu den gegebenen Lingen 1 und
x findet man die Linge z = x* auf di-
rektem Weg mit euklidischem Werk-
zeug: Konstruiere die Gerade g(A, B),
dazu die Senkrechte durch B, finde C,
dann die Senkrechte zu g(B, C), finde
D. Fertig.

Ist jedoch zu gegebenen Lingen 1
und z die Linge x gesucht, so ist ein

Abb. 10: Einschiebe-Konstruktion zur Drei-
teilung des rechten Winkels

R

Abb. 11: Einschiebe-Konstruktion zur Drei-
teilung eines beliebigen Winkels im Bereich
[0°; 180°]

/]

Abb. 12: Geflihrte Bewegung des ersten Win-
kelhakens, dargestellt sind zwei Lagen
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Abb. 13: Variationsskizze

Abb. 14: Einschiebe-Konstruktion, beide
Winkelhaken in zueinander passende Lage
geflhrt

doppelter rechtwinkliger Winkelhaken

folgendermalien einzupassen:

1. A und D liegen an gegebenen Orten
auf den Achsen und

2. liegen B und C irgendwo, aber auf
den Achsen.

Dazu ist, wie die Variationsskizze in

Abb. 13 zeigt, die Léinge der Strecke

s(B, C) flexibel zu denken, etwa wie

bei einem Gummiband oder einem Te-

leskop-Stab.

Dieses Einpassen gelingt nicht
mehr mit euklidischem Werkzeug,
es erfordert eine typische Einschie-
be-Konstruktion: Michael Schmidt
schlédgt vor, zwei rechtwinklige Win-
kelhaken zu nutzen, die mit jeweils ei-
nem Schenkel aneinander verschiebbar
sind, und dieses Paar durch Einschie-
ben passend zu platzieren (Abb. 14, vgl.
Schmidt 2010b). Bei praktischen Ver-
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suchen legt man den linken Winkelha-
ken besser so, dass sein oberer Schen-
kel nach links zeigt.

Startet man mit z = 2, so ist die ge-
fundene Lénge von x der gesuchte Wert
,.dritte Wurzel aus 2. Ein praktischer
Niherungswert fiir y ist 1,257.

Der Kern dieser Konstruktion besteht
darin, die Lage der Winkelhaken durch
Einschieben zu finden.

Die Losung des Delischen Problems
ist auch mit einer Papierfalt-Konstruk-
tion moglich (s. Schmitz 2010b), deren
Kerngedanke derselbe ist wie bei der
hier dargestellten Konstruktion.

Abschlussnotizen

Rechte Winkel erscheinen hier als Ob-
jekte und als Werkzeuge, die Kons-
truktionen weisen jedoch iiber rech-
te Winkel hinaus. Das Bewegen des
»rechten Winkelhakens* mit den ge-
nannten Bindungen erscheint anfangs
ungewohnt, aber es schult die ,,Raum-
vorstellung® im allgemeinen Sinn, hier
die Kompetenz, ebene Figuren mental
zu sehen und mental unter bestimmten
wohldefinierten Bedingungen dndern
zu konnen.

Das hier vorgestellte Bewegen des
rechten Winkels erfordert ein gedank-
liches Dynamisieren von Konstruktio-
nen, das Dynamische-Geometrie-Soft-
ware nicht darstellen kann, wenn sie
konsequent euklidische Geometrie mo-
delliert. Mit Grafik-Programmen geht
das schon eher, weil sie nicht den ,,eu-
klidischen Beschrinkungen® unterlie-
gen.

Der Wert euklidischer Geometrie
als Denkschule zu axiomatisch basier-
tem Argumentieren bleibt unbestritten,
aber fiir technische Belange sollte man
dariiber hinausgehen. Auch das ist not-
wendiger Schulstoff, Kompetenzba-
sis fiir jede Art von Ingenieurbildung.
Sonst konnte man keine 2-Liter-Wiir-
fel herstellen und keine Zahnréder mit
11 Zihnen, und zumindest das zweite,
wenngleich euklidisch nicht zu konst-
ruieren, gibt es schlieBlich real existie-
rend doch (Abb. 15).

Abb. 15: Zahnrad mit 11 Zahnen

»Zum Gliick geniigt ein Tagewerk
Fortbildung, um Lehrer mit einem ih-
nen ungewohnten Werkzeug [...] auf
eine Erkundungsreise zu schicken, die
sie in fruchtbare Situationen entde-
ckenden Lernens [...] bringt* (Stowas-
ser 1981).

Anmerkungen

1 Besonderen Dank an Michael Schmitz aus
Jena fir seine ausgezeichneten schénen
Anregungen im Rahmen von ,Mathegami*.

2 Das Delische Problem ist auch mit einer
Papierfalt-Konstruktion 16sbar (Schmitz
2010a, Schmitt-Hartmann/Herget, 2013,
S.130f.), deren Kerngedanke derselbe ist
wie bei der hier dargestellten Konstruktion.
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