samt ergibt sich daraus:

B}’l - Q : Al'l
An+l = An + %
und analog 0-A-0.-B
Bn +1 = Bn + l - G ? -
bzw. 0..B-0 A
Bn+] = Bn - : : G 1 -

Diese Formeln werden jetzt nur noch
in geeignete Zellen geschrieben. ,,He-
runterziehen* zeigt, wo sich die Werte
(Wasserhohen) ,,stabilisieren®.

Fir G, A, B, O, O, konnen die
Schiilerinnen und Schiiler die Werte
aus dem realen Experiment nehmen,
oder auch erfundene Werte. Im Compu-
terexperiment kommt es ja nicht mehr
so sehr auf die konkrete Wahl an. Auch
dickere Gefifle oder diinnere Glas-
rohrchen konnen modelliert werden,
der Computer macht die vielen Wie-
derholungen auf Knopfdruck. So er-
hilt man fiir G = 1000, Q, =8, Q, = 14,
A, = 50, B, = 20 ein Einpendeln der
Hohen bei den Werten 44,54 und 25,45
(vgl. Tab. 1, S. 36). In der Tabellenkal-
kulation zeigt sich, dass die ersten bei-
den Nachkommastellen erst nach 320
[terationen unverindert bleiben, d.h.
diese Glasrohrchen und Glédser wiren
fiir ein reales Experiment nicht sehr gut
geeignet.

Vermutlich wird man bei diesen
Zahlenwerten noch nicht sehr viel ent-
decken. Klar sollte allerdings a priori
sein, dass die Summe der beiden Ho-
hen immer konstant ist (das Gesamtvo-
lumen bleibt immer dasselbe und damit
auch die Gesamthohe).

‘Wenn man hier aber ,,rundere Ver-
héltnisse bei den Querschnittflichen
nimmt (etwa 1: 2), so ergibt sich z.B.
Tah. 2 (die ersten beiden Nachkommas-
tellen dndern sich nach ca. 230 Schrit-
ten nicht mehr). Hier springt schon das
Verhiltnis 2:1 bei den resultierenden
Hohen ins Auge. Dies kann natiirlich
noch durch andere Werte auf Knopf-
druck bestitigt werden. Bei einem
Querschnittsverhéltnis von 3: 1 ergibt
sich ein resultierendes Hohenverhaltnis
von 1:3 (Tab. 3).

Dies ist der entscheidende Vorteil
von TK-Programmen beim Explorieren
iterativer Situationen: Man kann viele
Situationen in kurzer Zeit ausprobieren
und zu folgender Vermutung kommen:
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Hin und Her - ein Experiment

Es stehen zwei GefaBe mit gleicher

Grundflache G auf dem Tisch, wobei in

einem Wasser bis zur Hohe Aj und im

anderen bis zur Hohe Bj steht.

Des Weiteren stehen zwei verschieden

dicke zylindrische Glasréhrchen R, und A

R, zur Verfligung mit den Querschnitten

Q,und Q,. B
G G

b

Wasserhéhen ausgleichen?!

Nun kénnen Sie in einem Experiment wiederholt fir einen Austausch zwischen
diesen beiden GefaBen sorgen:

R, wird bis zum Boden in das erste GefaB mit Wasserhéhe A , R, ins zweite Gefal
mit Wasserhohe B, getaucht. Dann gibt man je einen Finger auf die Glasréhrchen,
sodass man sie geflllt aus den GefaBen nehmen kann, und gibt die Inhalte in das
jeweils andere GefaB. Dann wiederholt man diesen Schritt noch einige Male:

Fragen:

Immer mit R, vom ersten GeféB ins zweite und mit R, umgekehrt (gleichzeitig).

Was passiert dabei langfristig mit den Wasserhéhen in den GefaBen?
Kann man diese in einem mathematischen Modell voraussagen?
Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, hangt das Verhalten der H6hen langfristig ab?

Das resultierende Hohenverhdilt-

nis ist reziprok zum Verhdltnis der

Glasrohrchenquerschnittsfliichen.
Sowohl die dahinter liegende Mathema-
tik als auch die notigen TK-Kenntnisse
bleiben auf relativ elementarem Niveau,
so dass diese Aufgabe auch selbststin-
dig bearbeitet werden kann.

Die Frage nach dem Warum die-
ses Einpendelns der Werte (Hohen) ist
hier in ganz natiirlicher Weise gege-
ben (Begriindungsbediirfnis, Motiva-
tion): Falls sich die Werte A bzw. B,
der Hohen in den Gefifien irgendwann
nicht mehr dndern, sich also bei Werten
A* bzw. B* eingependelt haben, dann

muss jaA  =A*=A gelten und so-
mit: pE_ ) A%
A¥ =A% 4 M

G
<0 -B*-Q, -A*=0.

Natiirlich ist hier auch die Interpreta-
tion mit den Volumina besonders wich-
tig, nicht nur die algebraische Hand-
habung. Der sich beim stationdren
Zustand ergebende Zusammenhang
A*:B*=Q, :Q, ist nicht verwunderlich
und auch dann zu verstehen, wenn man

gar nicht mehr an die Terme, sondern
nur noch an die reale Situation denkt:
Bei einem weiteren ,,Austauschschritt
sind dann eben die ausgetauschten Vo-
lumina Q, - B* = Q, - A*identisch (das
ist das Charakteristische am stationi-
ren Zustand). Trotz der scheinbar sehr
einfachen Verhiltnisse ist hier vielleicht
insgesamt etwas Unterstiitzung durch
die Lehrkraft notig und angebracht.

Begriindungen und Beweise fiir
die Konvergenz

In leistungsstiarkeren und theoretisch
interessierten Klassen kann man noch
Konvergenzuntersuchungen anstellen,
d.h. die Konvergenz auch beweisen
und nicht nur erahnen. Genau genom-
men ist die obige Uberlegung natiirlich
kein Konvergenzbeweis, wir haben ja
nur gesagt: Wenn die Hohen konvergie-
ren, dann miissen sie das zu einer Situ-
ation tun, in der A* : B* = Q, : Q, gilt,
aber ob die Hohen immer konvergie-
ren miissen, ist dadurch natiirlich noch
nicht belegt.

35



SEK Il | UNTERRICHT

—@ WISSENSWERTES

Drei Wege, um die Konvergenz zu zeigen

1. Weg
Wir verwenden die ursprunglichen lterationsformeln fur
die Hohen A bzw. B, (,gekoppeltes System von Diffe-
renzengleichungen®)
Q,"B,-Q, A

G ,
B :Bn_Qz Bn(_;Q1 A, (1)

An+1 =AI7+

n+1

und wenden ein induktives Argument an: Wir haben das

streng monotone Fallen von (A)) gezeigt, wenn A, < A,
gilt, und wir die , Erblichkeit* dieser Kleinerbeziehung

zeigen kbnnen: A, <A =A <A 2)

n+2 n+1

[Analog kénnte es sich um ein streng monotones Wach-
sen handeln:
A, >AundA >A =A , ,>A

n+1']

. . Q, A,
Zunéchst gilt A, <A < Q,-B, <Q, -Anc»aj < B -
Far (2) haben wir also zu zeigen:

Q, A Q, A

_2 _n _2 n+1

Q1<B:Q1<B

n

n+1
n+1

Q
In die zu beweisende Ungleichung 52 <pg
1 n+1

setzen wir fur A bzw. B, , , die Iterationsformeln ein:

n+1
.B -Q. -A
QZ An+02 nGQ1 n

Diese Ungleichung ist &quivalent (wenige Umformun-
gen) zu

B,Q,(G-(Q, +Q)) <AQ,G- (@, + Q).

Unter der realistischen Annahme G > Q, + Q, ist diese

Q, A
Ungleichung aquivalent zu 62 < B—" was ja laut Voraus-
1 n

setzung gilt.

Far den einzig realistischen Fall, dass die GefaBgrund-
flache groBer als die Summe der beiden Glasréhrchen-
querschnittsflachen ist (man wird kaum so kleine GefaBe
bzw. so groBe Réhrchen haben, dass diese Bedingung
nicht erfullt ist), haben wir somit die (streng monotone)
Konvergenz auch bewiesen.

Der andere Fall (G = Q, + Q,) ist in der Realitat nicht re-
levant und braucht in einem moéglichen Unterricht nicht

beachtet zu werden (es ergébe sich hier nicht monoto-
ne, sondern oszillierende Konvergenz). Im Bedarfsfall
sind mit den Méglichkeiten 2. und 3. (siehe unten) auch
Wege zur Begriindung der Konvergenz gegeben, die
unabhangig von dieser Einschrankung sind und auch
fir den Fall G < Q, + Q, gelten.

2. Weg

Die gekoppelten Ilterationsformeln (1) lassen sich auch
leicht ,trennen® und man kann einen Bezug zu ,Linea-
ren Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten® herstellen:

Aus der ersten kann man wegen B, = H-A_ (mit H:=
».Gesamthéhe®) B, eliminieren (durch A ausdriicken)
und es ergibt sich:

H- A
A=A+ (Qg S 3)

also eine Differenzengleichung der Form

A,,,=cC-A +d.Inbekannter Art und Weise ergeben
sich daflir Konvergenzkriterien und Grenzwerte, wenn

man ,Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung mit

konstanten Koeffizienten® kennt.

3. Weg

Auch wenn man nicht Uber das Wissen bei ,Linearen
Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten“ A ., = c - A + dverfugt, kann man in
der ,entkoppelten® Form (3) argumentieren, dass (A)
konvergiert. Dies kdnnen Schiler/innen natdrlich nicht
alleine in selbstandiger Arbeit leisten, sondern das be-

darf der Unterstitzung durch die Lehrkraft! Der einzig

mdgliche Grenzwert ist aus (3) leicht abzulesen:

lim A =i='A* MitC :=A —-A*
nsor I O1+QZ . : n"* n

ergibt sich nach wenigen Schritten, dass die

Folge (C,) eine geometrische Folge ist:
Q, +Q
Crov=[1- 2% e,
r = 1
::q
Wegen0 < Q, + Q, < 2G ist |q| < 1 garantiert und (C))

damit eine Nullfolge. Daraus folgt unmittelbar
limA = A*.

n—sw
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