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Der Parabol-
spiegel

von Dietrich Meyer

In der optischen und der
Radioatronomie ist es von
groer Bedeutung, moglichst
prizise Spiegel zu verwenden.
Einfache spharische Spiegel er-
fallen diese Antorderungen
nicht. Der folgende Aufsatz
zeigt, daff dazu Parabolspiegel
erforderlich sind. Im Unterricht
kann er in der 9/10. Klasse als
Anwendung der Parabel
eingesetzt werden.
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In der geometrischen Optik gibt es fol-
gendes Problem: Ist ein Hohlspiegel
sphiirisch gekniimmt wie in Abb. 2, so
treffen sich laut Beflexionsgesetz nur
“achsennahe” Strahlen (wie Strahl 1
und Strahl 1" in Abb. 2) im Brennpunki
F, Eine Konstruktion nach Abb. 2 zeigl,
daft dies fir “achsenferne™ Strahlen
nicht gilt. Diese schneiden sich in H.

g optische Astronomie verwen-
det Spiegelteleskope (Abb. 3), die
Radioastronomie benutzt riesige Ra-
dicantennen (Abb. 4). In der Astrono-
mig ist man gerade bei der Untersu-
chung weit entfernter Galaxien oder
Quasare darauf angewiesen, miglichst
ried Licll zu sammeln, was durch sefir
grofe Spiegel (also solche mit méglichst
grofem Durchmesser) geschehen i,
Andererseits sollen die Spiegel mdag-
lichst genau sein und alle Lichtstrahen
des beobachteten Objekts i etnemn
Brennprnki sammeln. Mur dann wer-
den die untersuchten Objekte schark
.1.11-34:].'l|||.‘l|:t.

Abb,. 2 zeigt, dald dies sphiirisch
gekrimmibe Spiegel nicht vermiigen,
die Spiegel missen anders gekrimmi
sein, Hierzu die folgende Uberlegung:
In Abb. 2 Hegt der Schnitipunkt F: der
achsenfernen Strahlen unterhalb des
Brennpunktes F (Schnittpunkt der
achsennahen 5-11'..1|11I|':I:1:I. Fiir diese Strah-
len miiBte also ein zweiler Spiegel mit
griferem Radius verwendet werden,
sodaBder gleiche Brennpunktentsteht.
Dies erlautert Abb. 5 Der urspriingli-
che Spiegel S5p, hat den Kriimmungs-
mittelpunkt M und damit far achson=
nabhe Strahlen 1 und 1'den Emnnpunlﬂ

F,. fir achsenfernce Strahlen 2 und 2
den “Brennpunkt” F,. Zeichnet man
einen zweiten Spicgel Sp, hinzu, der
cinen griBeren Krimmungsradius {imit
Mittelpunkt M,) hat, so hatten im lin-
ken Teilbild die achsenfernen Strahlen
2 und 2' den selben Brennpunkt. (Im
rechien Teilbild ist die Krimmung
wiederum zu schwach.) Fir achsenna-
he Strahlen brauchte man also Spiegel
1, fir achsenferne gleicheeitip Spiegel
2. Der Spiegel miBtealso entsprechend
aufgebogen werden, insbesondere zum
Rand hin, bissichalle Strahlen nach der
Reflexion in demselben Brennpunkt F
trefion. Dazu folgender Gedankengang;
Wir betrachten noch einmal die beiden
Spiegel des linken Teilbildes von
Abb. 5(siche Abb. &, in der sie getrenni
aufgefithrt sind). Zeichnen wir parallel
zurGrundlinie g eine Gerade |, die von
g die Entfernung 1F5| hat, so stellen
wir fest, dal furdic achsennahen Strah-
len 1 und 1" mit "exakbem” F dieStrecke
FA etwa genau so lang ist wie die Strek-
ke AD. (A ist jeweils der Auftreffpunkt
der Strahlen auf die Sp:i::p;t'lﬂ."icﬂ:.] Je
weiter sich die Strahlen von der opti-
schen Achse entfernen, desto schlech-
ter ist die Bedingung | FA |=1AD| er-
fiillt. Um also einen idealen Spiegel zu
erhalten, miiBte er derart gekrimmt
sein, dal die Strecke FA genau so lang
ist wie die Strecke AD. (Ist der Spiegel
#u stark aufgebogen, wie im rechten
Teilbild von Abb. 5, so ist diese Bedin-
gung auch nicht mehr erfillt.)

Zur Konstruktion eines solchen
SPi:L'grls betrachten wir die Abb. 7.
Gesucht ist der geometrische Ort aller
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Die Parabeln stellen die ngslinien der Wassertropfen eines Springbrunnens dar; eine
GesetzmaBigkeit, die schon Galileo Galilei (1564 - 1642) erkannt hat.

Zur Konstruktion: Verstirkt gezeichnet sind die oberste und dann darunter die 1., 4., 9., 16., 25.
Gerade also jene der Quadratzahlen. Vom Schnittpunkt einer beliebigen verstiirkten horizontalen
und einer beliebig gewihlten vertikalen Geraden riickt man schrittweise zur nichsten verstirkten
horizontalen Geraden vor und riickt dabei um einen festen Betrag nach rechts bzw. links, bis die
oberste Gerade erreicht ist; danach geht es wieder schritbweise abwiirts. Die Punkte liegen auf
Parabeln.

Aufgaben:
1) Zeichne diejenige Parabel ein, die entsteht, wenn du jeweils um 0,75 Einheiten nach rechts bzw.
links ruickst.

2) Bestimme die Gleichungen aller eingezeichneten Parabeln, und zwar in Scheitelpunktsform
y = [x=x ) + y, wie auch in Normalform y = ax* + bx + c. Die oberste Gerade soll die x-Achse sein
und die verstarkt gezeichnete vertikale die y-Achse,

3) Bestimme die Gleichung aller Parabeln, die der obigen Konstruktionsvorschrift geniigen, wenn
der Kmrdinatenursprung der gemeinsame Schnittpu nkt aller Parabeln ist {Scheltelpunkl:sfurm
und Normalform).

Kopiervorlage
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Die folgenden Extremwertaufgaben fiihren alle auf Funktionen, deren Graphen Parabeln sind.
Da die Funktionswerte in diesen Fillen jeweils im Echeitulgunkt ihren grofien Wert (ihr Maxi-
mum) annehmen, wenn sie nach unten getffnet sind, und ihren kleinsten Wert (ihr Minimum),
wenn sie nach oben geGfinet sind, geht es also immer darum, die Stelle zu finden, fur die die zur
Funktion gehorige Parabel ihren Scheitelpunkt hat.

Beispiel
Die Zahl 8 soll so in die Summe zweier Zahlen x und y zerlegt werden, dak das Produkt x - y dieser
Zahlen (verglichen mit allen anderen Moglichkeiten) am grifiten wird.

Zum Beispiel ist und das zugehorige Produkt Pa |
B=1+7 1-7 =7
8=15+65 15:65 =975
B=3+5 3:5 =15
8=243+557 243-557 =13535]
8=4+4 4-4 =16
8=01+79 01-7.9 =079
Bilde weitere Zerlegungen:

X 55|3,5{42|21

¥

Produkt

Die Werte der Produkte liegen offenbar auf einer Para-
bel, die ihren Scheitelpunkt an der Stelle x = 4 hat.

Die Losung der Aufgabe gewinnen wir korrekter so:
Fiir die beiden Summanden x und y gelten zwei
Gleichun%:m: (x+y=8und (2} x"y=p.

Aus Gleichung (1) folgt v = 8 - x. Eingesetzt in die Glei-
chung (2) ergibt das x (8 - x) = p oder p = -x* + 8x.

Der Graph zu dieser Funktionsgleichung ist also eine
verschobene, nach unten gedffnete Normalparabel. In
ithrem Scheitelpunkt nimmt der Produktwert p das Ma-
ximum an.

Wir bestimmen die zugehorige Scheitelpunktsform der
Gleichung:

p=-x+8x
p=={x*=-8x+4) +16
p=={x-4y+16

Der Scheitelpunkt hat also die Koordinaten {(4/16).

Damit ist llickenlos nachgewiesen, daB die Zerlegung in
die Summanden 4 und 4 diejenige ist, flir die das Produkt
maximal ist.

Aufgabe: Die Zahl 8 soll so in die Summe zweier Zahlen 1 2 3 4 5 & X
x und y zerlegt werden, daB die Summe ihrer Quadrate
am klemslen wird (minimal wird).

Aufgabe: Eine Strecke a = 18cm ist s0 in zwei Teile zu
teilen, da die Summe aus dem Quadrat der ersten Zahl
und dem doppelten Quadrat der zweiten Teilstrecke am
kleinsten wird.

Kopiervorlage L/
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Aufgabe 1
Um einen Kasten zu basteln, sollen aus einem rechteckigen Karton der Griée 30 cm x 50cman den
Ecken gleichgrofie Quadrate herausgeschnitten werden.

X
Wie lang sind die
Quadratseiten, wenn "
die Summe der Seiten- | | T T T T T T T TT7
flichen moglichst grof

I
I
sein soll? I
I
I
I
I

Wie grols ist x, wenn die

Grundflache dazukommt?
Bezeichmungen:
___________ & gef die Summe
X der Fldcheninhalte,
x die unbekanunte Linge
-+ 501 der Cuadratseite,
Aufgabe 2 Aufgabe 3

Einem Quadrat mit der Seite a = 6cm soll ein Ein Fenster soll die Form eines Rechtecks mit
gleichschenkliges Dreieck so einbeschrieben einem aufgesetzten Rundbogen haben. Die

werden, daf seine Sﬁitze in einer Ecke des Umrahmung soll insgesamt & m betragen.
Quadrates liegt. Wie lang sind seine Seiten zu Bestimme die Mage fiir das Fenster, wenn die
wiithlen, damit der Flicheninhalt maximal Fensterfliche moglichst grof ist. Wie grofi ist
wird? in diesem Fall die Flache?
6B-x X
So?

=

Oder s0?
: b
i
Aufgabe 4
Ein 1 m langer Draht soll zerschnitten werden, oder
um aus einem Stiick ein Quadrat und aus dem
anderen Stiick einen Kreis zu biegen. Wie lang iy

miissen die Teilstiicke sein, damit die Summe
der Flacheninhalte méglichst grof wird?

N
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Satz: Die Menge aller Hohenschnittpunkte P aller Dreiecke mit der Grundseite AB = c und der
Hohe h liegen auf einer Parabel.

(1) Zeichne drei solcher Parabelpunkte in obige Figur ein (ABP, ABQ, ABB).
(2) Begriinde:
a) Die Parabel geht durch die Endpunkte der Grundseite c.
b} Ihr Scheitelpunkt ist der Mittelpunkt des zugehorigen gleichschenkligen
Direieckes.
(3) Bestimme die Gleichung der Parabel, wenn AB die x-Achse ist und die Mittelsenkrechte von
AB die y-Achse.

Fir den Beweis des Satzes benotigen wir die Kenntnis dariiber, wie die Stmgung&n Zweler
Geraden, die aufeinander senkrecht stehen, miteinander in Bezmhu ng stehen: m, = - m_ f
AB sei die x-Achse, die Mittelsenkrechte von AB die y-Achse. ’

Beweis: Die Steigung der Geraden AC ist ——

I'l"-ﬂ'

die Steigung von h, demnach - _h_ :

Fiir h, ergibt sich also die Gleichung

¥+ a al = x?

_l‘-_t“"”- —|1_

Also ist x¥' =-hy +a’ oder y=- -;—#1--11.

il ks
cudn -

L]
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K.asten 1

GeselzmiBikeiten am Hohlspiegel
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Brennpunkt (2) werden parallel zur

=
M | — F e
Abb, 1

Lamrkes Tetlld: Man konstruiert den reflektierten Strahl, indem vom Auf-
nkt A das Lot L durch den Krimmungsmittelpunkt M gezcichnet
wird. Einfallswinkel o mug dann gleich dem Reflexionswinkel b sein.

Rechies Teilbild: Zur optischen Achse parallele Strahlen (1) werden durch
den Hnmnfunkt F reflektiert. F halbiert die Strecke SF. Strahlen durch den

[ X
i

2
B

optischen Achse reflektiert.

I IQH =

Spregelteleskop nach Newton

Das Sternenlicht wird von cinem
Spiegel am Boden des Fernrohres
zu einem Brennpunkt P in der obe-
ren Hiilfte des Rohres geworfen, wo
ein ebener Spiegel 5 o8 durch die
Cofnung zum Newtonschen Brenn-
punkt N lenkt. Das Okular O dient
zur Beobachtung,

[ -
Abrde. 3

Spiegelteleskop mach Cassegrain
Das Sternenlicht wird vom Spie-
gel am unteren Ende des Fern-
richres den kleinen ge-
kriimmten Spiegel 5 reflektiert.
Dieser wirft es durch eine Off-
nung im Spiegel zurick zum Be-
ebachtungsokular O.

Punkte A, die von einem gegebenen
Punkt Fund einer “Leitlinie” | dieselbe
Entfernung r besitzen. Der Abstand
#wischen F und | s p Gewischen der
x-Achse und | ist die Entfernung p/2).
A besitze die Koordinaten x und y.
Danm gilt:

(N r =y + — (Voraussetzung),
{zn~'=n=*:3" - yF

inach dem Satz des Pythagoras),

Einseteen von (1) in (2) ergibt

3 1=+:?P --_.-F=ty+§:=

=== ":"":‘EF‘P!""".":':%F"' py + ¥

{-}I’=2'p'}'{-}3’=L'f.

P
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F.asten 3

Radiotedeskop
Der Parabolreflek-
tor eines Radiotes " e &
leskops sammelt

die Radiowellen und reflektiort
sig in den Bremnpunkt im Zen-
trum des Vierbeins, Von dort wer-
den die Wellen zur weiteren
Analyse durch die Offnung im
Scheite]l des Parabolreflekiors zu
weiteren Untersuchungsgeriten
reflektiert. Das Prinzip des opti-
schen Cassegrain-Teleskops ist
ganz Ghnlich.

Pkl om Ak d Apyildves der Wiisess kalt, Agnl
P, 5, 6

Absh, ¥ Achsrmnwhe sl achsenferne Strohlen
am Hahlspicgel

\\ .-I"P kl %"\

M,

Alibs, 5: Straklenpinge beil Hohlipicpeln mit unberschicdlicher Krfasimumg
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Abby, 6: Straklemgpang bei ziwed verschiedenen Hohlspiegeln unterschiedliche Krdwmmng wad Brewn-  Abb. 7- Zur Herleitwng der Parabelgleichung

teibel

Und dieses ist
u die Glei-

belin
mit dem m
faktor 1/2p, also
der GEH‘:'F:

=k xbl
| Spiegel fiir

und Ra-

disteles simd
also i
gekriimmt.

Aufgaben zum Para

1) Zelchne wie in den

und 7 em, und verdeutliche die

2) Welche Gleichung besitzt ein Parabolspiegel, d

mungsradien der A 1 entspricht? Zeichne jeweils die Parabel!
Laisung: Die

25 cm brw. 3.5 cm.

5 und 6 sphirische Spiegel mit den Kriimmungsradien 5 cm
enginge fiir achsennahe und achsenferne Strahlen.

essen Brennweite jeweils den halben Kriim-
sind y =02 x* bzw. y = (1/7) »*, denn die Brennweiten p sind

3) Das Fernrohr auf dem Mount Palomar hat einen Para

einer Brennweite von 12 m. Stelle die Gleichung der Parabel

mem MaBatab.

mit dem Durchmesser 5 m bei
und zeichne diese in angemesse-

Lésung: Die Gleichung ist y = (1/24) * »* bei einer Einheit 1 em £ 1 m in Wirklichkeit,

34
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