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Bogenbriicken

— Ein Beispiel zu
Parabeln
in der Technik

von Ingo Weidig

In den Schulbiichern der

9 Klasse finden sich
gelegentlich Aufgaben zu
parabolischen Bogenbriicken.
[neses Beispiel von Parabeln in
der Technik ergibt jedoch mehr
als nur eine Aufgabe, es kann
als Grundlage fiir ein viel-
schichtiges Unterri:htsgrﬂjekt
ienen.
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Das Befahren einer hohen Britcke und
das Reisen mit dem Flu g haben
viele Gemeinsamkeiten, die Gefihle
schwanken zwischen Faszination und
Unwohlsein. Katastrophenberichte von
Briickenein- und Flugreugabstiirzen

sind dabei nicht nz unbeteiligt.
Wihrend Theodor tane die Her-
ausforderung der Natur durch die

Technik in den Mittelpunkt stellt (Ur-
sache des Einstirzes der Bricke am
Tay, bei der 200 Redisende starben, war
allerdings der Riff eines Rohrflansches,
hervorgerufen durch mangelhafte
Konstruktion, der Verwendung billig-
sten Eisens sowie fehlerhafter GieBver-
fahren, vgl. [2]), so interessiert den
Mathematiker bzw. den Mathematik-
lehrer mehr die Geometrie der Briik-
ken, und zwar insbesondere der Bo-
genbriicken, Die Bogen haben niimlich
vorwiegend die Form von Halbkreisen
oder von Parabeln.

Auch in Schulbichern finden sich
Aufeaben zu Bricken, so dient bei
Reidt/ Wolfff Kerst, Geometrie 1, 1927
[11] ein Viadukt als Einstiegsbeispiel
Fir Ereise, im Band Algebra | wird die
Parabel einer groBon (%il‘tcrhriil:kn un-
tersucht (vgl. [E]), in einem modernen
Buch findet sich Abb. 1 (CAMMA 9,
Gymnasium, 1981, 5. 51, [12]) In der
Regel treten zwei Formen von Aufga-
ben auf: Entweder ist an gegebenen
MaBen zu tiberpriifen, dafl es sich bei
dem um eine Parabel handelt,
oder aber es werden Scheitelhihe und
Spannweite gegeben und die MaBe der
Stitzpleiler sind zu berechnen,

Im Enfgendm sollen Material bereitge-
stellt und Anregungen gegeben wer-
den, das Thema Briicken zu einem Un-
terrichtsprojekt auszubauen, bei dem
Parabeln in einer Umweltsituation
untersucht werden. Dabei kinnen die
Schiiler auch = B. sich selbst die Mae
einer Briicke beschaffen, sed es aus vor-
gegebenen Plinen oder durch eigene
Messungen, ferner allgemeingeogra-
phische oder technische Erkenninisse
iiber Briicken gewinnen. Eine Zusam-
menarbeit insbesondere mit dem Fach
Erdkunde wird hierbei sicher glinstig

Geschichtlicher Riickblick
und Briickenformen

Bis wor 200 Jahren waren Stein und
Holz die wichtigsten Materialien zum
Briickenbau. Moch heute findet man
zahlreiche Natursteinbriicken aus der
Eomerzeit. Diese bestehen in der Regel
aus halbkreisférmigen Gewdlben in
‘u'erbjndung mit Pleilern und Mauvern.
Durch den halbkreisfdrmigen Bogen
ist zug[ejch mit der Spannweite d des
Bogens die Brickenhohe mindestens
1/2 d, was bei FluBbriicken héufig zu
“Buckeln” fihrte. Im 16. Jh. kam man
auf die Idee, auch elliptische Bogen-
briicken zu baven, um geringere Fahr-
bahnhiohen zu erhalten. So weist die
Arnobricke Sta. Trinita in Florene el-
liptische Bagen auf, ebensodieim 18. Jh
erbaute Pont de Neuilly in Paris. Hohe-
Eun]-:l imSteinbriickenbau bildeten die
disenbahnviadukte zu Beginn des
20, Jh., wie z. B. das Langwasservia-
dukt der Rhatischen Bahn (Bild 1).

Bild 1
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Hat die BrickendiTnung (Fig. 41.1) die Form einer Parabel”? Denke dir ¢in
geeignetes Achsenkreuz eingezeichnet. Gib die Gleichung der Kurve an.
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Unterrichtspraxis

Mit der Verwendung von zugfestem
Schmiedecisen im Brickenbau nin

Anfang des 19 Jh das Zeitalver der
Hiangebricken und der Fachwerkbriik-
ken. Meben Briicken mit rechteckigen

barw. trapeeférmigen Fachwerken ent-
standen auch salche in Form von Para-
belsegmenten, cine besondere Form
bildeten die “Fischbauchtriger”, die
von zwel Parabeln begrenzt wurden
(Abb. 2). Auch Bogenbriicken wurden
schlieBlich aus Eizen bew. Stahl gebaut,
wobel der Bogen Parabelform erhielt.
Einen Hohepunkt stellte in Deutsch-
land der Bau der Mingstener Briicke
dar (Abb. 1), in Frankreich das von
. Eiffel ervichtete Viadue de Garabit
(Bild 2). Das 20. Jh. ist geprigt von
Stahlbeton- und Spannbetonbricken,
wobei vorwiegend Rahmenbriicken,
aber gelegentlich auch Bogenbriicken
ait werden. Eine Kombination bei-
or Bauformen stellt 2. B, die Wilse-
bach-Talbriicke der Bundesbahn-MNew-
baustrecke Wiireburg = Hannover bei
Kirchheim dar; der mitthere Brilcken-
beil besteht aus vier Bogen mit maximal
1275 m Spannweite.
Fiir weitere Einzelheiten sei inshe-
sondere auf Fuchtmann (2] und Pott-
iefler [7], verwiesen, cine Ubersicht
Elwr Brickenformen gibt Abb. 3 {aus [9])

Zum mathematisch-tech-
nischen Hintergrund

Die Kreislimie hat die besondere Eigen-
schaft der konstanten Krimmung.
Wirken auf ein Gewiilbe radial gese-
hen gleiche Krafte (Abb. 4a), s0 ist die
Kreisform statisch am giinstigsten,
denn es treten keine Querkrifte auf.
Unter Druck stehende Rihren haben
daher in der Regel Kreisform, auch
haben Bille mit Innendruck kreisfGr-
mige Cuerschnitte. Sind dagegen die
Vertikalkriifte griBer als die Horizon-
talkrifte (Abb. db), s0 ist eine ellipti-
sche Form zu wihlen. So haben Damm-
durchlisse hiiufig elliptische Cuer-
schnitte, Elsenbahntunnel sind = T.
elliptisch, hiufig allerdings hufeisen-
tormig, d. h. eine Kombination aus
Ereisbogengewdlbe und schrigen
Winden. Jestirker die vertikalen Kriaf-
te gegeniber den horizontalen Kriften
werden, um so “linger” miigte die El-
lipse werden, so dak man im Grenzfall
verschwindender Horizontalkrafte zur
Parabel gelangt (Abb. d¢). Parabolische
Gewdlbe haben in der Tat die Eigen-
schaft, daB bei gleichen lotrechten
Kriften keine Querkrifte im Tragwerk
entstehen, d. h. die Kriifte werden langs
des Parabelbogens auf die Briickenfun-
damente libertragen.
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Bild I

: x max. Stitzweite L
Konstukton Skizre Beton (m) Seahl
Balkenbriicke

d=L—
FluBbriicke W 250 300
enbriicke
— : 300 300
FluBbriicke %
i L t
Schrigseil- M 400 2000
briicke t L i {Letchit-
A @ e
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Zur mathematischen Begriindung
betrachbet man erst einmal einen waa-
gerechten Balken, auf den in gleichen
Abstinden gleiche lotrechte Kriifte
wirken, Mit Hilfe des "Seileckverfah-
rens”, das hier nur kurz angedeutet
werden soll, kann man die Lage eines
Seiles finden, das die gleichen Krifte
aufnimmt und ebenso wie der Balken
die Krafte an die Auflagepunkte abgibt
{vgl. z. B. [6], 5. 65 oder II:JiI. S 19

An men, eswirkenn=5Krifte
F, bis F, auf den Balken (Abb. 5a), dann
mﬂe&;msin gemaf dem Krifteplan
in Abb. 5b in
FI 5 5:- + |- 5|j"r
F,=5 +{-5)%

F,+F,+F,+F +F =5 +{-5] folgt
Geometrisch ergibt sich das “Seileck”
von Abb. 5¢c. Die Endpunkte legen
dabei aufeiner Parabel. Bezeichnet man
namlich den y-Wert bei F, mit d, so sind
nach Abb. 5b die nichsten y-Werte
d+3d=4ddundd+3d+5d=94d,
Verallgemeinert manauf 2 k+ 1 Kriifte,
s0 erhiilt man jeweils als v-Wert d, 4 d,
9 d, ... kd; das Polygon liegt also auf
eciner Parabel mit y =d x%
Zusammenfassend kann festgestellt
werden, da bei gleichen vertikalen
Kriften ein Seil die Form eines Poly-
ons annimmit, dessen Ecken auf einer
rabel liegen. Ein Briickentriiger ohne
Cuerkrifte muf also Parabelform ha-
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ben. Ubertrigt man diese Uberlegung
auf bogenfdrmige Triger, 5o treten im
Fall der Parabel ebenso keine Quer-
krifte (und Gbrigens auch keine Dreh-
momente) auf; durch Ubertragung der
Druckkriifte “stitzen” sich diese Bo-
genelemente einander ohne Biegung
{vgl. =B [3], 5 91), Aus diesem Grunde
haben die bogenfiérmigen Fachwerk-
triger Parabelform, ebenso die mizisten
Bogenbricken der letzben 100 Jahre.
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Bild 3

Die Miingstener Briicke
als “Paradebeispiel” einer
parabolischen Bogenbriicke

Die Planung und der Bau der Miingste-
ner Briicke wurde von Dietz 1904 [1]
ausfiihrlich dokumentiert, sine detafl-
lierte Beschreibung bietet die preiswer-
te Schrift von Werner [10], Bild 3 zeigt
¢in Foto aus den Hinfziger [ahren,

Vor hundert Jahren betrug die Lin-
ge der Bahnverbindung zwischen den
Industriestidten Solingen und Kem-
scheid 44 km, obwohl beide Stadie nur
8 km entfernt liegen. Schienentranspor-
te muBten dber Elberfeld und Barmen
gefithrt werden. Dem Bau einer direk-
ten Bahnverbindung stand die topo-
graphische Schwierigkeit der Uberwin-
dung des tiefen Taleinschnittes der
Wupper entgegen. Im Vergleich zu
Solingen liegt Remscheid 100 m hiher,
die Wupper 100 m tiefer als Solingen.
Im Jahre 1890 bewilligte der preufi-
sche Landtag 5 Mio. Mark fiir den Bau
einer direkten Bahnverbindung. Man
entschied sich fiir eine grofe Talbriik-
ke bei Miingsten mit einer Héhe von
100 m und einer Linge von 465 - 495 m.
Im Rahmen eines Wetthbewerbes wur-
den nach einer Vorlage der kgl. Eisen-
bahndirektion in Essen (Abb. &) Bau-
entwiirfe fiir eine Bogenbriicke, eine
Gerustbriicke mit neun Pleilern und
einer Auslegerbriicke dhnlich der Nia-
gara-Briicke der Michigan-Central er-
stellt. Wihrend die Eisenbahndirektion
die Auslegerbriicke favorisierte, das Mi-
nisteriumaufgrund guter Erfahrungen
in Sachsen (Gr eine Gerlistbriicke ein-
trak, gewann jedoch die Firma Maschi-
nenbau AG Niirnberg (spiter MAN)
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den Wettbewerb mit einer Bogenbriik-
ke (Abb. 7), diedann auch 1894 bis 1897
fiir 2,6 Mio. Mark gebaut wurde.

Die Mingstener Bricke ist eine
Briicke der Superlative. Der Fachwerk-
bogen spannt 170 m, die anschlieen-
den Gitterbriicken haben lichte Weiten
von 30 m und 45 m, die Bricke ist
i mt 465 m lang, der Bogen 69 m
hoch, im Scheitel aber nur 4 m stark.
Die Gesamthéihe iber der Wupper

agt 107 m, die Briicke ist damit die
hichste in Deutschland.

Der Fachwerkbogen setzt sich (von
der Seite her gesehen) aus Untergurt-
mhm{}hergurmnhen Vertikalstiben

iben zusammen. Die
Km!enpunkm liegen auf Parabeln
y =-ax’+ b mit

1
u=m.b=&?.3bzw am IEI:I ib=733
Die genauen Koordinaten und Stab-
male in Metern gibt die Tabelle zu
Abb. 8 an {nach [1]). Dazu eine Anmer-
: Withrend die unteren Knoten-
g: [gmu auf der angegebenen
rabel liegen, weichen die oberen bis
#u 0.8 m vonden rechnerischen Werten
ab. Ferner liegen die beiden letzten
Gurtstibe tangential zur Parabel.

enbriicken
als Unterrichtsprojekt

Mehrere Gesichtspunkte sprechen fiir
cine Betrachtung parabolischer Bogen-
bricken im Rahmen eines Unterrichis-
projekts:
= Die Sehdiler lernen eine (technische)
Umsweltsituation kennen, bel der Para-
beln auftreten,
- Eing Rethe mathematischer Fragen
und Probleme sind zu beantworten,
Z. B: Wodurch ist eine Parabel be-
stimmit? Wie findet man die Glebchu
einer Parabel, wie wendet man sie an?
a0 = Es sind Daten (MaBe) zu beschaffen,
% (in m) und zwar aus Bauplinen und zu h-t!h
Abbs, 8 rigen Tabellen oder durch eigene

xWert 00 75 150 225 300 2375 450
Unt. Knoten y-Wert 693 687 668 636 593 536 468

600 675 750 800 90
293 188 75 00 =~

SEE

Ob.Knoten  y-Wert 733 730 717 695 664 622 57,0 436 352 260 - 71
Stablangen (von oben nach unten)
Untergurtstabe 75 77 82 86 94 102 109 121 129 135 91
Obergurtstibe 76 76 7B B1 B6 92 98 103 113 118 2
Vertikalstibe 40 43 43 59 71 86 102 119 143 164 184
Diagonalstabe 84 81 80 B0 B0 82 &5 B9 95 W4 150

Tabelle zi Alsh. &
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Rild 4

sungen.
= In Verbindung mit eigenem Modell-
bau kinnten statische Fragen experi-
mentell unbersucht werden.

- Zahlreiche Geheri ifende Fra-
gen kinnen diskutiert werden.

Der letzte Aspekt wird am Beispiel
der Mungstener Briscke besonders
deutlich: Das Hohenprofil zwischen
Solingen und Bemscheid kann unter-
sucht werden, die Linge der Bahnver-
bindung zwischen beiden Orten bei
fehlender Mungstener Briicke kannam
Kursbuch bestimmt werden {es sind
heute sogar 49 km), die heutige Ver-
kehrsbedeutung der Strecke Solingen -
Femscheid kann untersucht werden
{siei=t noch nicht etnmal clektrifiziert!):
peschichilich  interessant sind auch
Einzelheiten wie der Richtspruch beim
Einschlagen der letzten MNiete und der
frivhern: Mame Kaiser-Wilhalm-Bricke:
technisch interessant sind Einzelheiten
vom Bau der Bricke. Als Quellentext

kann hierzu die Schrift von Werner [10]
genutzt werden.

Mathematisch interessiert am mei-
sten, obder Briickenbogen wirklich eine
Parabel darstellt. Um dies zu priifen,

ibt es drei Maglichkeiten. Am nahe-
iegendsten, wenn auch nicht am ein-
fachsten, ist es, die Gleichung der Para-
bel aufzustellen, und dann die Gbrigen
Mage durch Einsetzen zu priifen. Dies
skt weitere Uber gen voraus, Wie
bestimmit man die Cleichung der Para-
bel, wie legt man dazu das Koordina-
tensystem am glinstigsten? Als Ur-
sprung des Koordinatensystems wird
man den Scheitel der Parabe] oder die
Mitte der Grundlinie des Bogens wiih-
len, die Lage des Scheitels gibt den
ersten Biui-ri:nmu?punktderr‘nmhnl.
Der Faktor vor x* wird in der Regel
durch Einsetzen der halben Spanmwei-
te und der Bogenhdhe berechnet (er-
staunlich ist dabed, da€ der Faktor
deutlich kleiner als 1 ist, im Gegensatz

zu den sonst im Unterricht aufireten-
den Parabeln),

Eine andere Kennzeichnung der
Parabel erhilt man durch die Eigen-
schaft: Liegt (x, y,) auf der Parabel, so
aurh{rxu.g}r ).Llrn orten: Multipliziert
man die x-Koordinate mit r, so mull
sich die zugehirige y-Koordinate um
den Faktor r vergriern.

Hierzu als Beispiel die Eisenbahn-
bricke iiber die Fulda bei Guntershau-
sen (sidlich von Kassel). Sie war ur-
springlichein Krei enviadukt. 1949
-Flr;nﬁu wurdemtﬁﬂn Mitteltel
durch eine Stahlbeton-Bogenbriicke
ersetzt (Bild 4). Die MaBe knnen dem
Lin hnitt in Abb. 9 entnommen

en (nach [3]). Wahlt man den
Scheitel als Ursprung, so sind im Ver-
Eh‘:ich zur ersten, 2,33 m langen Stiitze
ie folgenden 1,5mal, 2mal und 2 5mal
soweit vom Ursprung entfernt. Sie
miilten im Fall einer Parabel also
2,25mal, 4mal bzw. 6,25mal so lang wie
die erste Stiitze sein (jeweils gemessen
bis zur mitte}.

Eine dritte, mehr geometrische
Kennzeichnung gibt Abb. 10: Die End-
tangenten cines Parabel ns schnei-
dien sich in einemy Punkt, der ebenso-
weil vom Scheitel entfernt ist wie die

nschne. Im Fall der Miingstener
E:uﬁcfhr]ir:gmdi:]mtmﬂurmibe auf
diesen Tangenten.

Der Vollstindigkeit wegen sei an-
gemerkt, daB alle drei Kennzeichnun-
gen eigentlich fiir alle Punkte des Bo-

ens geprift werden miiBten, was an
er unterrichilichen Praxis natiiclich
vorbeigehen wiirde.
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Bild 5

Abb. 18

Neben der Priifung der Parabel-
eigenschaft kénnen natirlich noch wei-
tere Mage berechnet werden, wie z B
die Stablingen bei der Mingstener
Briicke, vgl. die Tabelle zu Abb. 8.
Generell gilt fiir alle diese Rechmun-
gen, daB stets sachgerechtes Runden
notwendig ist. Die Problematik kann
hier praxisnah diskutiert werden.

e Frage der Datenbeschaffung
hingt natiiflich wesentlich von der
speziellen Briicke ab, die niher unter-
sucht werden soll. Dieser Beitrag gibt
die MaBe zu zwei Brilcken an, weitere
Briicken mit MaBangaben finden sich
z. B.auchin der Schrift von Werner. Fiir
Schiller meist interessanter und fiir ein
Unterrichtsprojekt ergiebiger ist es
' h, selbst eine Bricke in der Nach-

rschaft auszumessen, Hierbei sind
Bagen mit aufgehingter Fahrbahn wie
in Bild 5 bu%mdm glinstig. Ist die
Briicke begehbar, so kann thre Linge
direkt gemessen werden. Die Hohen-
messung der einzelnen Abspannungen
erfolgt am besten aus der Schattenlan-

e durch Vergleich mit der Schatten-
E"mge eines lotrechten “Eichstabes”™. Als
Alternative st auch daz Forsterdrei-
eck cinsetzbar, mit dem bed glinstiger
Lage der Briicke auch deren Linge ge-
messen werden kann. Abb. 11 zeigt
beide MeBverfahren, wie sie = B. in
CGAMMA 9 Gesambschule [12] darge-
stellt werden.

Eine andere Methode der Bribcken-
messung besteht darin, die Bricke
genau von der Seite zu fotografieren
und dann das Bild ausrumessen. Aus
einer bekannten Linge kénnen dann
die abri Mage berechnet werden.
Dieses Verfahren ist jedoch nur dann

korrekt, wenn bel der Aufnahme Bild-
und Filmebene zueinander parallel lie-
gen, Andernfalls kommt es zu “stiir-
renden Linken” und damit zu Verzer-
rungen. In diesem Sinne ist z. B. Bild 3

nicht zum Ausmessen net.

AbschlieBend ein ﬁiﬁcmﬂ:un-
gen zu den statischen Fragen. Die oben
dargestellten Uberlegungen setzen
Kenntnisse dber Vektoren baw. aber
Kriftedarstellu in der Physik vor-
aus. Trotzdem gt sich z. B. im9. Schul-
jahr zumindest experimentell das Er-

bnis liberpriifen. Dazu baut man aus

irklinmetall cder Fischertechnik das
Sefleck von Abb. 5 nach und priift mit
elngehdngten Gewichten gleicher
Masse, ob Querkrifte auftreten. Zuvor
miissen natiirlich die Laingen der bend-
tigten Stabe berechnet werden.

In einem nachsten Schritt kann man
in Fusammenarbeit mit dem Werkun-
terricht ein Modell einer enbriacke
baven lassen, wobei als Fah z B.
win sehr diinnes brett genom-
men werden sollte. AnschlieBende
Belastungsversuche des Brickenmo-
dells und dazu im Vergleich des Fahr-
bahnbretts allein lassen die Stabilitat
von Bogenbriicken deutlich werden.
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