MatheWelt ,,Grenzwerte* — weitere Losungen

Aufgabe 18/19

Berechnung von x, bis x;;, die korrekten Dezimalen sind jeweils fett wiedergegeben:

xs=17/12 =1,416666666 (2 korrekte Dezimalstellen)
X =24/17=1,411764705... (2 korrekte Dezimalstellen)
x7=577/480 = 1,414215686... (5 korrekte Dezimalstellen)
xs = 816/577 = 1,414211438... (5 korrekte Dezimalstellen)
X9 = 665857/470832 = 1,41421356237468... (11 korrekte Dezimalstellen)
X10 = 941664/665857 = 1,41421356237150... (11 korrekte Dezimalstellen)

x;1 = 886731088897/627013566048 = 1,414213562373095048801689
(23 korrekte Dezimalstellen)

Betrachtet man nur die Folgenglieder mit den geraden Indizes, dann kann man vermuten, dass
sich schrittweise die Anzahl der korrekten Dezimalstellen k mehr als verdoppelt, ndmlich von
k auf 2k+1. Danach miisste x5 bereits auf 47 Dezimalstellen genau sein und x;s auf 95

Dezimalstellen. Es gilt

X3 = 1572584048032918633353217/1111984844349868137938112
=1.4142135623730950488016887242096980785696718753772...,

also ist xy3 tatsdchlich auf 47 Dezimale genau und damit x;s mit Sicherheit auf (mehr als) 50

Dezimale genau.

Aufgabe 20
Die Folge <a,> der ungeraden Folgenglieder der Folge <x,> ist definiert durch
a,=1 und a,.,= Y2(a, + 2/a,).
Wegen der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel, die man leicht durch
Quadrieren tiberpriift, gilt fiir positive Zahlen a und b:
(a+b)/2 > \(a'b), also an > V(a, - 2/a,) = V2.
Die Folge <a,> ist also (ab dem zweiten Glied) durch 2 nach unten beschrinkt.

Weiter ist die Folge <a,> monoton fallend, denn es gilt:



an1 < @y © Y(an + 2/a)) <a, o la,<a/2 o 2<a,’ o \2<a,
Da die Folge <a,> monoton fillt und nach unten beschrénkt ist, ist sie auch konvergent.
Ihren Grenzwert kann man berechnen, indem man in der Gleichung a..,;= '4(a, + 2/a,) auf
beiden Seiten den Grenziibergang n — oo durchfiihrt. Man erhilt dann fiir den Grenzwert der
Folge <an> die Gleichung:

g="(g+2/g),
deren einzige positive Losung V2 ist. Es also g = V2.
Fiir die Folge <b,> der ungeraden Folgenglieder von <x,> gilt: b, = 2/a,. Die Folge <b,> ist

also durch V2 nach oben beschrinkt, monoton wachsend und hat ebenfalls den Grenzwert \2.

Aufgabe 21
Die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge soll offenbar beschreiben, wie schnell sich eine
Folge <a,> mit jedem Folgengleid ihrem Grenzwert g ndhert. Man kann dazu die die
Abstdnde von a, und a,+; vom Grenzwert miteinander vergleichen. Im Fall

lans — g < V2 lan— g
werden diese Abstinde schrittweise halbiert. Man spricht allgemein von einer linearen
Konvergenzgeschwindigkeit, wenn

|ani — gl < ¢ [an— g
fiir eine feste Zahl ¢ mit 0<c<1 gilt.
Von einer Konvergenzgeschwindigkeit der Ordnung p spricht man, wenn fiir ein Zahl ¢ mit
0<c<1 gilt:

|anii — gl <clan—gf
Fiir p=1 liegt eine lineare Konvergenzgeschwindigkeit vor, fiir p=2 eine quadratische, etc.
Konvergenz der Ordnung p bedeutet i.w. dann, dass in jedem Iterationsschritt die Anzahl der
korrekten Dezimalstellen ver-p-facht werden, also beispielsweise bei quadratischer

Konvergenz verdoppelt.

Aufgabe 22
Die Uberlegungen (zur Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit) sind nicht vom

Startwert abhéngig.



Aufgabe 24
Zur Berechnung von Va geht man ebenso vor — wie bei der Berechnung von V2:
Man rit — ob gut oder schlecht spielt wegen der hohen Konvergenzgeschwindigkeit des

Verfahrens keine grofle Rolle — einen Startwert a; und berechnet dann a,.,; = Y2(a, + a/a,).

Aufgabe 25

Um das Verfahren auf das Ziehen von dritten Wurzeln zu verallgemeinern, versuchen wir es
zunéchst, in seinem Vorgehen zu verstehen. Wir wollen ndherungsweise die Gleichung x>=2
16sen und starten mit einem geratenen Wert x,, fiir den natiirlich x,* # 2 gilt. Es gilt aber stets
fiir x; - 2/x; = 2. Ist Xy zu klein, dann ist 2/x; zu grofl und umgekehrt. Das arithmetische Mittel
von X; und 2/x; ein besserer Naherungswert fiir die zu 16sende Gleichung, weil es zwischen x,
und 2/x; liegt. Deshalb setzen wir X, = /2(x; + 2/x;). Auf x, wenden wir nun dieselbe
Uberlegung an, die uns auf x; = % (x, + 2/x,) fiihrt und so fort.

Wenn wir nun die Gleichung x’=2 16sen wollen, dann kénnen wir ebenso vorgehen: Wir raten
einen Startwert x,, fiir den natiirlich x,* # 2 gilt. Ist x, zu groB, dann gilt x,* > 2, also

X1 > 2/x,%. Der Wert 2/x;*ist nun aber — wie man sich leicht {iberlegt — zu klein. (Oder
umgekehrt.) Also wird man als besseren Nidhrungswert x, einen Wert zwischen x; und 2/x,*
wihlen.

Man kann — wie oben — wieder das arithmetische Mittel von x; und 2/x,> wihlen

X2 = Y4(x; + 2/x,%) und dann entsprechend fortfahren: x; = Y4(x, + 2/x,) und so fort.

Nun kann man das Verfahren ausprobieren. Es funktioniert und konvergiert gegen die dritte
Waurzel aus 2 - nur nicht mehr so schnell wie bei der Bestimmung der Quadratwurzeln.

Nach unseren Uberlegungen kann man aber statt des arithmetischen Mittels von x; und 2/x,>
fiir x, auch jede andere Zahl zwischen x; und 2/x,> wihlen zum Beispiel

X =2/3 - x; + 1/3 - 2/x,* und dann entsprechend x; = 2/3 - x, + 1/3 - 2/x,* und auf diese Weise
fortfahren. Uberzeugen Sie sich, dass das so gewihlte x, tatsichlich zwischen x, und 2/x,
liegt. (Wir haben bei der Berechnung von x, die Werte x; und 2/x,* unterschiedlich gewichtet.
Warum?) Probieren Sie nun das so modifizierte Verfahren aus und betrachten sie seine
Konvergenzgeschwindigkeit im Vergleich zu dem zuerst beschriebenen, bei dem wir als x>
das arithmetische Mittel gewdhlt haben.

Uberlegen Sie abschlieBend, wie man mit hoher Konvergenzgeschwindigkeit vierte und fiinfte

Wurzeln ziehen kann, und testen Sie Ihre Verfahren.



