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Liebe Leser:innen,
viele Mathematik-Lehrkräfte investieren viel 
Energie in die Weiterentwicklung ihres Unter-
richts. Doch wohin soll sich Unterricht eigentlich 
entwickeln? Haben alle im Kollegium das gleiche 
Ziel, was qualitätsvollen Unterricht ausmacht? 
Oder ändern sich die Qualitätsmerkmale guten 
Unterrichts ständig, vorgestern Sprachbildung, 
gestern Inklusion und morgen Digitalisierung?
In dieser Ausgabe stellen wir aus dem großen Pool 
möglicher didaktischer Prinzipien die fünf wich-
tigsten vor, die für einen fachdidaktischen Kern-
bestand von Qualitätsmerkmalen ausreichen. Wir 
wollen zeigen, wie diese fünf Prinzipien und ihre 
Verknüpfung dabei helfen, wichtigen didaktische 
Entscheidungen zu treffen, in ganz unterschied-
lichen Inhaltsbereichen, Schuljahren und Leis-
tungsniveaus (verschiedener Schularten). 
Diese fünf Prinzipien bilden unsere gemeinsame 
und kohärente Grundlage für das große Zehnjah-
resprojekt QuaMath („Unterrichts- und Fortbil-
dungsqualität in Mathematik entwickeln“), das 
in 2023 in fast ganz Deutschland gestartet ist und 
bis 2033 bis zu 10 000 Schulen einbeziehen wird. 
Auch unsere fünf Prinzipien bieten kein Patent-
rezept, mit dem sich guter Unterricht automatisch 
herstellt, doch gemeinsam kann es gelingen, die 
fünf Qualitäten täglich etwas mehr umzusetzen.
 Lars Holzäpfel, Bettina Rösken-Winter,  
 Susanne Prediger
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2 Leistungen beim Weitsprung – wer ist besser?  
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Die beiden Weitspringerinnen sind jeweils sieben Mal gesprungen.  

Ihre Trainerin Paula Müller hat die Leistungen in Diagrammen dargestellt.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Wer von den beiden zeigt die besseren Leistungen?  
Erkläre deine Antwort mit Hilfe der beiden Diagramme.  

Du kannst dazu auch etwas in die Diagramme einzeichnen.  

 
b) Vergleiche die drei folgenden Aussagen mit Hilfe der Diagramme.  

Du kannst dazu auch etwas ins Diagramm einzeichnen.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c) Nach-Gedacht Diskutiert untereinander:   Welche Kenngröße habt ihr benutzt?  Welche Gründe findet ihr am überzeugendsten, um die Leistungen zu vergleichen?  

 
 
 

Zeynep ist besser, weil sie nie schlechter als 3,02 m war. 

Lisa ist besser, denn ihre Mittel-Leistung war 
4,12m, drei Sprünge waren unter 4,12 m, 
drei waren drüber. Zeyneps mittlere Leis-
tung war nur 4,03 m.  

Zeyneps Leistungen sind kontinuierlicher, denn sie schwankt nur um 1,28 m. 

Vom Riesenrad zur Sinusfunktion 
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Einstiegsimpuls 
 
 
 
Lena  

Peter 

Eva 

 

 

Mögliche Verlaufsplanung 
 

Phase Handlungsverlauf 
Zeit Einstieg • Impuls: Grafik Riesenrad, Sprechblasen von Beispiel-Lernenden • Überlegungen der Lernenden dazu im Diskurs sammeln (Meldekette) und  gebündelt an Tafel festhalten (Hypothesen bilden) Antizipierte Lösung: „Ich denke, dass die Höhe sich konstant ändert, weil die Gondel ja eine konstante Geschwindigkeit hat.“  

10 

Arbeitsphase I Besprechen der Aufgabe (Arbeitsblatt) im Plenum Bearbeiten der Aufgabe (z. B. in Partnerarbeit) 
Hilfestellung/Differenzierung (Impulsfragen, Hilfekarten, Tipp auf dem AB) 

30 

Sicherung I 
 
 
 
 
 
Gelenkstelle 

Diskurs im Plenum; Ergebnisse erörtern. 
Mögliche Impulse:  
• „Beschreibt den Funktionsgraphen.“ 
• „Inwiefern beschreibt der Funktionsgraph den Kontext der Aufgabe?“ • „Was gibt es hier für Auffälligkeiten?“ 
• „Wie unterscheidet sich diese Funktion von bekannten Funktionen?“ Auflösen der Hypothesen 

15 

Verstehens-
grundlagen 

Qualitative Betrachtung des linearen Zusammenhangs der Zeit-Winkel-Funktion Bedeutung von Begriffen wie Graph – Halbkreis – Parabel – Welle klären Einführen von Fachbegriffen zur Beschreibung der Sinunsfunktion:  • Sinusfunktion;  
• „sinus“ für lateinisch „Krümmung, Biegung, Rundung, Bogen“ • Periode / Periodenlänge / periodisch 
• Amplitude 

5 – 20  
je Bedarf 

Arbeitsphase II Die Lernenden erhalten Zugang zur digitalen Visualisierung der Aufgabe  Arbeitsaufträge (Ergebnisse stichpunktartig notieren) • Vergleicht den dynamischen Vorgang mit euren Ergebnissen.  Was ist gleich, was ist anders? 
• Verändert das Riesenrad, sodass es eine Höhe von 5 m hat.  Wie verändert sich der Graph? (Nutzt zur Beschreibung die neuen Fachbegriffe.) • Verändert die Laufzeit des Riesenrads auf 12 min. pro Umdrehung.  Wie verändert sich der Graph? 

20 

Sicherung II Diskurs im Plenum; Ergebnisse erörtern 
10 

Didaktische  
Reserve 

Transferaufgaben (etwa „Halbkreis“-Funktion oder „Zick-Zack“-Funktion)  

 

Ich glaube, Leni hat trotzdem 
recht. Am Anfang gewinnt man 

doch recht schnell an Höhe.  
Dann ist man lange oben,  
bevor man wieder schnell  

an Höhe verliert. 

Mmh! Das kann ich mir nicht  
vorstellen. Die Gondeln fahren 

doch immer gleich schnell. 

Wenn ich mit dem Riesenrad 
fahre, kommt es mir immer so 
vor, dass man relativ schnell 

hoch- und runterfährt, aber oben 
bleibt man ziemlich lange. 

3 Datensätze vergleichen 
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Beim Vergleichen von Daten kann man unterschiedlich argumentieren.  

Die Argumente nutzen verschiedene Kenngrößen, diese werden in dieser  

Aufgabe eingeführt und systematisiert.  

 
a) Zwei Weitspringerinnen sind jeweils sieben Mal gesprungen.  

Die Trainerinnen argumentieren unterschiedlich, wer bessere Leistungen zeigt.  

Welches der drei Bilder A, B und C passt zu den vier Aussagen?  

Elif: Lisa hat den besten Sprung, 5,40 m!  

Mia: Lisas ist unberechenbarer, ihre Leistungen schwanken um 3,10 m. 

Vera: Beide sind durchschnittlich gleich gut, die Abweichungen gleichen sich aus. 

Ali: Aber der mittlere Wert, der ist bei Lisa besser, 4,12 m statt 4,03 m. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

b) Zwei Trainerinnen haben auch gerechnet, nicht nur ge-

zeichnet. Ordne zu: Zu wem gehört welche Rechnung? 

Erkläre, warum genau dieses Bild zum Argument passt.  

 
 
 
 
 
 

c) Auch bei anderen statistischen Daten muss man Daten vergleichen.  

Beim Argumentieren über den Vergleich nutzt man fünf Kenngrößen immer wieder.  

Welche Kenngröße gehört zu welchem Bild und zu welcher Rechnung aus Aufgabe 3?  

Erkläre, warum diese Kenngröße zu diesem Bild und dieser Rechnung passt. 

Maximum: der größte Wert 

Minimum: der kleinste Wert 

Spannweite: Abstand zwischen größtem und kleinstem Wert 

Zentralwert: Alle Werte der Größe nach sortieren und dann den mittleren Wert nehmen,  

bei dem genauso viele Werte darüber- wie darunterliegen. 

Durchschnitt: A
lle Werte addieren und durch die Anzahl der Werte teilen.  

Oder: Ausgleichen, bis alle dasselbe haben. 

 
 

d) Welche der Kenngrößen kann man gut benutzen, wenn man über die Verlässlichkeit
  

argumentieren will?  
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LARS HOLZÄPFEL, SUSANNE PREDIGER, DANIELA GÖTZE, BETTINA RÖSKEN-WINTER, CHRISTOPH SELTER 

Qualitätsvoll Mathematik  
unterrichten: Fünf Prinzipien 
Qualität im Mathematikunterricht wollen viele 
weiterentwickeln – aber gibt es überhaupt eine 
gemeinsame Idee, was Qualität ausmacht? Wir 
setzen auf fünf Prinzipien als gemeinsamen 
Rahmen, um kohärent zu arbeiten. 

Immer wieder gibt es neue Ideen für den Mathema
tikunterricht, die an Lehrkräfte herangetragen wer
den: Das überarbeitete Schulbuch wirbt mit innova
tiven Zugängen, ein neues Arbeitsblatt wird über In
stagram angepriesen, eine Kollegin schwärmt von 
einem gelungenen Unterrichtseinstieg oder das Mi
nisterium führt ein neues digitales Tool ein … Die 
tägliche Herausforderung für jede Lehrkraft besteht 
darin, (mehr oder weniger explizite) Entscheidun
gen zu treffen, ob und wie solche Ideen aufgegriffen 
und adaptiert werden können, um die Qualität des 
eigenen Mathematikunterrichts zu steigern. 

Aber was genau macht die Qualität von Unter
richt denn in den Tiefenstrukturen aus? Helfen die 
neuen Ideen wirklich, Lernende auch zum tiefen 
Denken anzuregen, oder geht es nur um das Trai
nieren von Fertigkeiten? Lassen sie die Lernenden 

isoliert auf ihrem Niveau arbeiten oder regen sie 
auch die Kommunikation an? 

Fünf Prinzipien geben Orientierung 

Die didaktische Herausforderung, Unterrichtsquali
tät für den Mathematikunterricht fachdidaktisch zu 
bestimmen, muss berücksichtigen, dass es viele Lis
ten von Qualitätsmerkmalen und didaktischen Prin
zipien gibt (z. B. Kilpatrick u. a. 2001, Scherer/Wei
gand 2017, Hiebert/Grouws 2007, Heitzer/Weigand 
2020). Manche sind sehr umfassend, aber nicht 
fachspezifisch (z. B. Klieme u. a. 2009, Meyer 2004), 
andere zu abstrakt, um sie unmittelbar in der täg
lichen Unterrichtspraxis nutzen zu können. 

Wir haben daher die mathematikdidaktische und 
bildungswissenschaftliche Forschungsliteratur aus
führlich gesichtet, verschiedene Modelle übereinan
dergelegt und immer wieder mit erfahrenen Lehr
kräften, Aus- und Fortbildenden diskutiert, welche 
Qualitätsmerkmale als die wichtigsten erachtet wer
den können. Ausgewählt haben wir fünf Prinzipien 
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Tab. 1: Fünf Prinzipien für qualitätsvollen Unterricht                         Icons: © DZLM

Verstehensorientierung: Konzepte, Strategien und Verfahren grundlegen
Der Erwerb tragfähiger Konzepte sowie die sichere Beherrschung von Strategien und Verfahren (inkl. Algorithmen, Formeln, …) wird durch  
Verständnis fundiert. Verständnis für Konzepte, Strategien und Verfahren wird entwickelt, indem Lernende angeregt und unterstützt werden, …
• … sich mit sinnstiftenden (Kontext-)Situationen auseinanderzusetzen und ausgehend von intuitiven Deutungen und Vorgehensweisen Grund-

vorstellungen für Konzepte zu entwickeln und nachzuvollziehen (Genetisches Prinzip),
• … Lernpfade ausgehend von intuitiven Vorgehensweisen zu beschreiten, die sukzessive schematisiert werden hin zu Verfahren (Fortschreitende 

Mathematisierung bzw. Schematisierung),
• … enaktive, bildliche, verbale, tabellarische, graphische oder symbolische Darstellungen explizit zu vernetzen und diese Zusammenhänge zu  

verbalisieren, auch zur Begründung von Verfahren (Darstellungsvernetzung),
• … angeleitet zu reflektieren über Eigenschaften und Beziehungen mathematischer Objekte und Operationen bzgl. der Auswirkungen von  

Variationen auf die Eigenschaften und Beziehungen der mathematischen Objekte (Operatives Prinzip).
Der Erwerb von Fertigkeiten für Strategien und Verfahren erfolgt nach dem Verständnisaufbau und wird dann für den Aufbau weiteren Verständnis-
ses benötigt. Auch Fertigkeiten müssen konsolidiert werden, um kognitiv zu entlasten, und flexibilisiert bleiben, um vielfältig anwendbar zu sein.

Durchgängigkeit: Langfristiges Lernen ermöglichen
Da Lernen immer ein Weiterlernen ist, welches auf Gelerntem
aufbaut und zu neuen Lernzielen hinführt, werden im Laufe der 

Schulzeit grundlegende Ideen, Inhalte, Aufgaben und Darstellungsmit-
tel immer wieder auf verschiedenen Niveaus und unter Berücksichti-
gung unterschiedlicher Gesichtspunkte angesprochen, um deren An-
reicherung, Ausdifferenzierung und Verknüpfung zu erzielen. 
• Auf jeder Lernstufe werden diejenigen Aspekte des Lerngegenstands 

(z. B. Vorstellungen und Darstellungen) ausgewählt, die gut fort-
setzbar und für den langfristigen Kompetenzaufbau entlang eines 
durch gängigen Lernpfads wichtig sind (Prinzip der Fortsetzbarkeit). 

• Es werden Anknüpfungen zu vorausgehenden Lernstufen explizit 
hergestellt, indem die Bezüge für die Lernenden thematisiert wer-
den. So erfolgt eine zunehmende Anreicherung, Ausdifferenzierung 
und Verknüpfung der mathematischen Kompetenzen (Prinzip des 
Anknüpfens).

• Lücken in den Verstehensgrundlagen müssen rechtzeitig aufgear-
beitet werden, sodass die durchgängig nutzbaren Vorstellungen und 
Darstellungen, aber auch Fertigkeiten allen Lernenden zur Verfü-
gung stehen (Prinzip des Aufarbeitens).

Kognitive Aktivierung: Aktive Lernprozesse anregen
Um nachhaltige Lernprozesse anzuregen, werden nicht nur rein 
praktische Handlungen, sondern herausfordernde kognitive Aktivitäten
angeregt, mit denen die angestrebten Lernziele fokussiert werden können. 
Lernende sollten nicht nur rezepthaft vorgehen, sondern auch begründen, 
vergleichen, Darstellungen zuordnen, Situationen mathematisieren, mit Ma-
thematik argumentieren u. v. m. Dadurch werden inhalts- und prozessbezo-
gene Kompetenzen gleichermaßen gefördert. Mit Aufgaben, Medien, Arbeits-
mitteln und der Gesprächsführung wird das Lernen von Mathematik in allen 
Phasen angeregt und unterstützt, sodass Lernende …
• … in Erarbeitungsphasen Konzepte in reichhaltigen Situationen 

nacherfinden, Zusammenhänge eigenaktiv entdecken und intuitive 
Vorgehensweisen zu Verfahren schematisieren (Entdeckendes Ler-
nen),

• … in Systematisierungsphasen ihre entwickelten Ideen, ersten  
Konzepte und Verfahren aktiv und im Austausch mit anderen  
systematisieren und sichern, dabei werden sie zielorientiert  
durch die Lehrkraft unterstützt (Eigenaktives Ordnen) und

• in Übungsphasen das Gelernte beziehungsreich üben, es flexibel  
anwenden und ihr Wissen vernetzen (Produktives Üben).

Lernenden-Orientierung & Adaptivität: 
Lernstände aufgreifen
Unterricht wird zielorientiert geplant im Hinblick auf die Lern-

ziele und berücksichtigt dazu lernendenorientiert typische Lernstände:
• Lernpfade werden ausgehend von typischen Lernständen der Lernen-

den so konzipiert, dass eigene Lernwege beschritten werden können. 
• Typische Vorstellungen von Lernenden und Hürden werden berück-

sichtigt (Lernen auf eigenen Wegen).
Adaptiver Unterricht berücksichtigt zusätzlich die heterogenen indivi-
duellen Lernstände:
• Individuelle Lernstände auf dem Lernpfad werden im Lehr-Lern-Pro-

zess immer wieder stärkenorientiert wahrgenommen, tiefenscharf  
diagnostiziert und lernförderlich rückgemeldet (Diagnosegeleitetheit).

• Auf Basis der Diagnosen werden die jeweils nächsten Stufen im 
Lernpfad identifiziert und durch geeignete Aufgaben, Medien und 
Arbeitsmittel sowie angeleitete Diskussionen anvisiert (Differenzie-
rung nach Lernständen).

• Der Unterricht wird unterschiedlichen Lernvoraussetzungen und 
Lernmöglichkeiten der Lernenden durch reichhaltige Lernumgebun-
gen gerecht, die verschiedene Wege und Anforderungsstufen  
ermöglichen. Sie sind offen für differenzierte Komplexitätsgrade 
und differenzierende Unterstützung, wie z. B. Formulierungs- oder 
Visualisierungshilfen (Natürliche Differenzierung).

Kommunikationsförderung: Über Mathematik  
sprechen
Kommunikation untereinander und mit der Lehrkraft ist  
essenziell zum Mathematiklernen. 
• Das Gespräch über Mathematik regt dazu an, Gedanken zu vertiefen 

und verständlich auszudrücken, zu argumentieren, andere Perspek-
tiven nachzuvollziehen und mit unterschiedlichen Ansichten umzu-
gehen. Dadurch können die Lernenden ihre mathematischen Kom-
petenzen weiterentwickeln (Lernen von- und miteinander).

• Kommunizieren über Mathematik muss erst gelernt werden, die 
mathematik bezogenen Sprachhandlungen und dafür notwendigen 
Sprachmittel sind also auch Lerngegenstand. Dazu wird Sprache im 
Unterricht eingefordert, unterstützt und sukzessive aufgebaut für die 
Bewältigung der jeweils fachlich relevanten sprachlichen Anforde-
rungen (Fachbezogene Sprachbildung). 
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(s. Abb. 1), die zahlreiche wichtige Qualitätsmerk
male enthalten und mit denen man in vielen un
terrichtlichen Anforderungssituationen gute didak
tische Entscheidungen treffen kann (Prediger u. a. 
2022). Diese werden wir nachfolgend kurz skizzieren 
(Überblick und Ausdifferenzierungen s. Tab. 1).

Verstehensorientierung 
Um rein oberflächliches Lernen zu vermeiden, 
müssen die mathematischen Konzepte, Strategien 
und Verfahren aufeinander bezogen (Kilpatrick u. a. 
2001) und stets durch Verständnis fundiert werden 
(Freudenthal 1983). Während eine Zeit lang kontro
vers diskutiert wurde, ob entweder das Verständnis 
von Konzepten oder die Fertigkeiten im Umgang mit 
Verfahren (inkl. Operationen, Formeln, Algorith
men, …) wichtiger seien, herrscht inzwischen Einig
keit darüber, dass Verständnis für Konzepte, Strate
gien und Verfahren gleichermaßen aufgebaut wer
den muss. Die Verstehensorientierung ist damit ein 
zentrales Prinzip für die Gewichtung der fachlichen 
Lernziele zueinander.

Kognitive Aktivierung 
Das Anregen von tiefgehenden, aktiven Denkprozes
sen (Renkl 2015) gilt in der Unterrichtsforschung als 
zentrales Qualitätsmerkmal, das beeinflusst, wie in
tensiv sich Lernende Mathematik erarbeiten (Klie
me u. a. 2009, Hiebert/Grouws 2007). Anspruchsvolle 
Denkprozesse lassen sich nicht allein durch geeigne
te Aufgaben herstellen, sondern müssen auch in der 
Moderation durch die Lehrkraft immer wieder ange
regt, unterstützt und aufrechterhalten werden (Hen
ningsen/Stein 1997). In der Fachdidaktik wurden An
sätze der kognitiven Aktivierung (weit vor Etablierung 
dieses Namens) für unterschiedliche Phasen des Un
terrichts ausdifferenziert – vom entdeckenden Lernen 
über das eigenaktive Ordnen hin zum produktiven Üben.

Durchgängigkeit 
Das Prinzip der Durchgängigkeit ist eine Varian
te des Spiralprinzips (Bruner 1966), das die lang
fristigen Lernpfade über Unterrichtseinheiten hin
weg und den Unterricht über Schuljahre miteinan
der vernetzend in den Blick nimmt: Wenn Lernen
de nachhaltig lernen sollen, ist es wichtig, bei den 
Lernzielen diejenigen Kompetenzaspekte zu fokus
sieren, die langfristig relevant und für spätere Lern
stufen fortsetzbar sind. Die langfristigen Zusam
menhänge entlang der Curriculumspirale sollten 
zudem explizit immer wieder durch Anknüpfung an 
Vorangehendes hergestellt werden, denn mit Ver
knüpfung verankert sich das Gelernte besser im Ge
dächtnis (Prediger u. a. 2023).

Lernendenorientierung & Adaptivität
Lernprozesse  können nur gelingen, wenn typische 
Lernstände und Vorerfahrungen systematisch be
rücksichtigt und aufgegriffen werden. Zudem sol
len Lernende eigene Lernwege beschreiten kön
nen, denn gerade der Verständnisaufbau sollte bei 
typischen Vorerfahrungen starten und diese an
hand von Problemen in reichhaltigen (Kontext)Si
tuationen zu mathematischen Konzepten ausfor
men. Das Prinzip der Adaptivität fokussiert darü
ber hinaus nicht nur typische Lernstände der gan
zen Klasse, sondern die heterogenen individuellen 
Lernstände der Einzelnen, z. B. durch Differenzie
rung nach Lernzielen (was ist das nächste Lernziel 
für dieses Kind?) und nach Anforderungsstufen (wie 
lassen sich die Lernaufgaben unterschiedlich unter
stützen?).

Kommunikationsförderung 
Der Austausch untereinander ist aus zwei Gründen 
entscheidend: Lernende erwerben anspruchsvol
le Lernziele nur im (angeleiteten) Gespräch, weil 
sie dann angeregt werden, genauer über die Dinge 
nachzudenken und evtl. auch zu begründen oder zu 
widerlegen. Dadurch wird eine tiefere Verarbeitung 
des Wissens angeregt. Das Kommunizieren über 
Mathematik wird allerdings erst gelernt und sollte 
für viele Schülerinnen und Schüler auch unterstützt 
werden. Hierfür müssen systematisch und kontinu
ierlich Lerngelegenheiten geschaffen werden.

Alle fünf Prinzipien gehören zu den Kernbe
ständen der Mathematikdidaktik, wenn auch mit 
unterschiedlichen Namen und Zusammenfassun
gen. Entscheidend ist, wie wir sie tatsächlich nut
zen, um in unterschiedlichen didaktischen Hand
lungssituationen didaktische Entscheidungen zu 
treffen. 

Dies soll im Folgenden durch ein Fallbeispiel 
(Planung einer Unterrichtseinheit zum Thema Pro
zente in einer 7. Klasse) erläutert werden, das vor 
allem auch das Zusammenspiel der fünf Prinzipien 

Lernziele setzen und
Lernpfade konzipieren

Aufgaben und Medien 
auswählen & adaptieren

Lernstände und -prozesse 
diagnostizieren & beurteilen

Lernprozesse unterstützen
& fördern

Gemeinsame Gespräche 
moderieren
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herausstellt, wie es für fünf typische Anforderungs-
situationen relevant ist (vgl. auch Abb. 2).

Unterricht planen und durchführen mit den 
Prinzipien: Ein Beispiel (Prozente Klasse 7)

Eine Lehrkraft will eine Unterrichtseinheit zur Pro
zentrechnung in Klasse 7 planen und durchführen. 
Sie arbeitet sich durch fünf didaktische Anforde-
rungssituationen hindurch, die beim Planen, Durch
führen und Reflektieren von Unterricht immer wie
der relevant sind (Abb. 2).

Lernziele setzen und Lernpfade konzipieren
Das Blättern durch den Lehrplan und das Schul
buch geben schon ein erstes Gefühl dafür, welche 
Lernziele in der Unterrichtseinheit zu Prozenten 
im Vordergrund stehen sollen: Das Lösen der drei 
Grundaufgaben Prozentwert gesucht, Prozentsatz ge-
sucht und Grundwert gesucht – im Mittelpunkt stehen 
meist die Verfahren (Formeln, Dreisatz). 

Doch die Lehrkraft will verstehensorientiert unter
richten und fragt sich daher, was überhaupt der Ver
stehenskern der Unterrichtseinheit ist. Nicht allein 
der Dreisatz, sondern die Anteilsvorstellung, die 
durch Prozente ausgedrückt wird, ist wichtig. Da
her soll diese Vorstellung als zentrales Lernziel ge
setzt werden. 

Zunächst fragt sie sich, was die Lernenden mit
bringen (Lernendenorientierung). Wenn die Anteils
vorstellung im Vordergrund steht, dann muss an 
Vorerfahrungen mit Brüchen angeknüpft werden.

Zudem überlegt sie, welche Lernziele der Pro
zenteEinheit langfristig bedeutsam für weitere ma
thematische Themen sind (Durchgängigkeit): Zins
rechnung und exponentielles Wachstum sind die 
Themen, auf die die Einheit vorbereiten sollte. Die 
Prozentformel ist dafür ein wichtiger Baustein, vor 
allem aber das Verständnis, dass die Bestimmung 
von Prozentwerten (also das „Anteilnehmen von“) 
eine Multiplikation ist. Dieser Gedanke wird in der 
MatheWelt Alles Anteile oder was? Der Weg von Antei-
len zur Exponentialfunktion in dieser Ausgabe entfal
tet. Dort wird der Prozentstreifen als durchgängige 
Darstellung genutzt (vgl. auch Abb. 3).

Die Lehrkraft weiß, dass die Lerngruppe noch 
nicht gut über Anteile sprechen kann. Das Erklären 
der Bedeutungen von Prozentwert und Grundwert 
braucht Sprachmittel wie „der Teil von einem Gan
zen“. Da sie beides jedoch nicht voraussetzen kann, 
plant sie es als sprachbezogene Lernziele mit ein. 

Wie kann der Lernpfad (damit gemeint ist die Se
quenzierung der Lernziele und der Aufgaben durch 
eine Unterrichtseinheit hindurch) gestaltet sein, um 
lernendenorientiert alle bei ihren Vorerfahrungen 
abzuholen und sukzessive – verstehensorientiert –  

zu abstrakten Konzepten und formalen Verfahren 
zu bringen? Um sich nicht alles selbst auszudenken, 
greift die Lehrkraft zurück auf ein Unterrichtsmate
rial, das bereits in einem solchen Lernpfad organi
siert ist (Pöhler/Prediger 2017) und das für jede Stufe 
des Lernpfads auch die nötige Sprache mitberück
sichtigt. 

Aufgaben und Medien auswählen und adaptieren
Der Fund eines ausgearbeiteten verstehensorientier-
ten und sprachbildenden Unterrichtsmaterials ent
lang eines Lernpfads macht die Auswahl der Auf
gaben leichter. Dennoch muss die Lehrkraft überle
gen, für welche Phase des Unterrichts welche Auf
gabe geeignet ist und welche weggelassen werden 
kann (vgl. Tab. 2 für detaillierte Planungsfragen). 
Sie legt fest, wann das erarbeitete Wissen mit den 
Lernenden systematisiert und in einem Wissens
speicher gesichert werden soll. Entsprechend adap
tiert sie das Unterrichtsmaterial. 

Lernstände und Lernprozesse diagnostizieren und 
beurteilen
Da die Klasse nur widerwillig schreibt, macht die 
Lehrkraft frühzeitig transparent, dass die Klassen
arbeit auch Erkläraufträge enthalten wird. Zum ers
ten Mal nehmen einige ihrer Lernenden die Erklär
aufträge wirklich ernst. Dadurch beschäftigen sie 
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Gemeinsame Gespräche moderieren

Festlegen der inhalts- und prozessbezogenen Lernziele und 
ihrer Sequenzierung:
• Welche der Lernziele sind zentral, welche können eher pe-

ripher behandelt werden, weil weitere Unterrichtseinheiten 
kaum darauf zurückgreifen? (Durchgängigkeit)

• Was ist der Verstehenskern der Unterrichtseinheit? Welche 
Konzepte, Strategien und Verfahren sollen damit fundiert 
werden? Zu welchen übergreifenden Bildungszielen tragen 
sie bei? (Verstehensorientierung)

• Was bringen die Lernenden mit, woran in geeigneten Kon-
texten angeknüpft werden kann? Wie kann der Lernpfad 
durch die Unterrichtseinheit gestaltet sein, um Lernende 

bei ihren Vorerfahrungen abzuholen und sukzessi-
ve zu abstrakten Konzepten, eleganteren Strategien 
und formalen Verfahren zu bringen? (Verstehensorientie-
rung und Lernendenorientierung) 

• Welche Lernvoraussetzungen (insbesondere Verstehens-
grundlagen) müssen bei einigen ggf. aufgearbeitet werden? 
Welche aufbauenden Lernziele differenzieren nach oben? 
(Adaptivität)

• Welche Sprachhandlungen und Sprachmittel brauchen die 
Lernenden, um über die ausgewählten mathematischen 
Lernziele zu kommunizieren und zu denken? (Kommunika-
tionsförderung)

Planen, wie mögliche Hürden in den Lernprozessen ausge-
räumt (Unterstützen) und die Lernenden zum Bewältigen von 
Hürden zunehmend befähigt (Fördern) werden können:
• Wie werden die Lernenden von ihren jeweiligen Lernständen 

und auf eigenen Lernwegen zum jeweils nächsten Schritt ge-
bracht? (Lernendenorientierung und Adaptivität)

• Wie können die Lernprozesse unterstützt werden, sodass 
sie trotz Herausforderungen bewältigt werden können (z. B. 
Formulierungshilfen, Ad-hoc-Hilfen, stärkere Vorstruktu-
rierung, ...)? Wie nimmt die Unterstützung den Lernenden 

nicht alles ab, sondern fördert sie, die Herausforde-
rung in Zukunft auch allein zu bewältigen? (Adapti-
vität nach Anforderungsstufen)

• Wie können ggf. fehlende Lernvoraussetzungen aufgearbei-
tet werden?  (Adaptivität nach Lernzielen und Durchgän-
gigkeit)

• Wie werden die Sprachhandlungen und Sprachmittel ge-
fördert, sodass sich alle Lernenden zunehmend beteiligen 
können? (Adaptivität nach Lernzielen und Kommunikati-
onsförderung)

Planen, wann über was auch angeleitet kommuniziert wer-
den muss:
• Welche Lernziele sind für die Verstehensorientierung so 

wichtig, dass sie ausführlich mit den Lernenden bespro-
chen werden sollen (in angeleiteten Kleingruppengesprä-
chen oder Plenum)? Was schaffen die Lernenden auch 
untereinander? (Kommunikationsförderung und Verste-
hensorientierung)

• Durch welche Methoden, Impulse, Arbeitsmittel kann die 
Kommunikation über bestimmte Ideen, Konzepte, Strate-

gien unterstützt werden? (Kommunikationsförde-
rung und Adaptivität)

• Wie ist das Gespräch vorzubereiten und zu moderieren, so-
dass der roten Faden transparent bleibt und alle Lernenden 
wirklich mitdenken können? (Kommunikationsförderung 
und Kognitive Aktivierung)

• Wie können Lernende, die an differenzierten Lernzielen ent-
lang des Lernpfads arbeiten, im Gespräch von- und mitein-
ander lernen? (Kommunikationsförderung und Adaptivi-
tät nach Lernzielen)

(Liste adaptiert nach Barzel u. a. 2011, S. 58ff.)

Festlegen der Aufgaben, Darstellungen, Methoden und Medien, 
mit denen die Lernziele der jeweiligen Phase erreichbar sind:
• Welche Darstellungen sind langfristig einsetzbar? (Durch-

gängigkeit)
• Welche Erarbeitungsaufgaben, Methoden und Medien kön-

nen das Vorwissen der Lernenden mobilisieren und eigene 
Entdeckungen hin zu den ausgewählten Lernzielen ermög-
lichen? (Kognitive Aktivierung und Lernendenorientie-
rung) 

• Welche Systematisierungsaufgaben, Methoden und 
Medien können den Austausch über eigene Lern-
wege initiieren und das Wissen konsolidieren? (Kognitive  
Aktivierung und Kommunikationsförderung) 

• Mit welchen Übungsaufgaben, Methoden und Medien kann 
das Gelernte in einem Lernen von- und miteinander bezie-
hungsreich geübt, flexibel angewendet, vernetzt und lang-
fristig verfügbar gemacht werden? (Kognitive Aktivierung 
und Kommunikationsförderung)

Beobachten der Lernstände und -prozesse, um die Angebote 
nachsteuern zu können: 
• Mit welchen Aufgaben können Denkweisen und Lernprozes-

se von Lernenden möglichst informativ sichtbar gemacht 
werden (eigene Denkwege und Strategien, typische Fehl-
vorstellungen und Schwierigkeiten)? (Adaptivität durch  
Diagnosegeleitetheit)

• Wie werden die nächsten Schritte auf dem Lernpfad 
für die Lernenden explizit? Wie werden die Lernerfol-
ge der Lernenden wertgeschätzt?  (Lernendenorientierung)

• Welche Beurteilungskriterien sind für die priorisierten Lern-
ziele relevant und wie werden sie für die Lernenden trans-
parent? (Verstehensorientierung und Kommunikations-
förderung)

Tab.2: Planungs-, Durchführungs- und Reflexionsfragen für qualitätsvollen Unterricht         
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sich intensiver damit, wie sie den Grundwert erklä
ren und wie sie in Aufgaben herausfinden können, 
was berechnet werden muss (Verstehensorientierung 
und Kommunikationsförderung). In der ersten Klas
senarbeit wird bereits der Versuch, etwas schrift
lich zu erklären, wohlwollend beurteilt. In späteren 
Klassenarbeiten werden die Ansprüche gesteigert.

Damit die Lernenden diese inhaltlichen und 
sprachlichen Anforderungen auch erfüllen können, 
beobachtet die Lehrkraft während der ganzen Ein
heit, inwiefern einzelne Lernende noch weitere Un
terstützung und Lerngelegenheiten brauchen. Gera
de das Schreiben von Rechengeschichten, die nach 
dem Grundwert fragen, erweist sich dabei als dia
gnostisch hoch informatives Aufgabenformat (Ler-
nendenorientierung, Verstehensorientierung). Gleich
zeitig wird durch das Schreiben die tiefere Verarbei
tung von Wissen angeregt (Glogger u. a. 2009).

Die Lehrkraft beobachtet in den Erarbeitungs
aufgaben, wie die Lernenden auf dem Prozentstrei
fen vielfältige Rechenwege finden (Lernendenorien-
tierung) – auch Schülerinnen und Schüler, denen sie 
das nicht zugetraut hätte. Nicht alles ist immer rich
tig ausgerechnet, aber das Zutrauen, es zu probie
ren, lobt die Lehrkraft sehr, bevor sie die Überarbei
tung unterstützt. Typische Fehler werden sofort ab
fotografiert, um mit der ganzen Klasse darüber zu 
sprechen (Kommunikationsförderung).

Bei einigen Lernenden fehlen relevante Verste
hensgrundlagen, sie wissen zum Beispiel nicht, wie 
man auf dem Prozentstreifen mit Multiplikation 
und Division hoch und runterrechnen kann. Daher 
nutzt die Lehrkraft adaptiv die in das Unterrichtsma
terial eingebauten Gelegenheiten, Grundlagen wie 
das Multiplikations und Divisionsverständnis auf
zuarbeiten (Durchgängigkeit). 

Lernprozesse unterstützen und fördern
Der Prozentstreifen erweist sich für die meisten 
Lernenden intuitiv als eine sehr verstehensförderli-
che Darstellung, die eigene Denkwege sehr gut un
terstützt. Dank einiger Formulierungshilfen gelingt 
es den meisten auch zunehmend, die Bedeutungen 
zu erklären (Adaptivität, Kommunikationsförderung).

Andere Lernende kann die Lehrkraft durch ge
schickte Nachfragen gut unterstützen, die Aufgaben 
zu bewältigen. Einzelne Schülerinnen und Schü
ler fordern allerdings immer wieder Hilfe ein (von 
ihr oder von ihren Mitlernenden), ohne erst einmal 
selbst zu denken. Bei ihnen würde das Denken „weg
unterstützt“ werden (keine kognitive Aktivierung we
gen nicht passender Adaptivität). Um die selbststän
dige Arbeit mit dem Prozentstreifen auch für diese 
Lernenden zu fördern, klärt die Lehrkraft im Klein
gruppengespräch noch einmal (durch explizites An
knüpfen an Anteilskonzepte bei Brüchen), wie man 
den Teil und das Ganze und deren Beziehung im 

Prozentstreifen sieht. Erst danach wird der Prozent
streifen auch für diese Schülerinnen und Schüler 
zum Denkmittel (Adaptivität der Lernziele, Kommu-
nikationsförderung). 

Im Internet findet die Lehrkraft ein digitales 
Tool, mit dem man auf dem Prozentstreifen Schie
beregler hin und herschieben und damit die Ergeb
nisse ermitteln kann. Sie ist skeptisch, weil der nicht 
kognitiv aktiviert, sondern den Lernenden das Den
ken eher abnimmt (also wieder zu viel unterstützt). 
Dennoch kann dieses Tool sehr gut beim gegensei
tigen Aufgabenstellen zum Kontrollieren eingesetzt 
werden. Dies regt die Kommunikation unter den Ler
nenden an, ohne das Denken „wegzuunterstützen“.

Gemeinsame Gespräche moderieren
Während die differenzierten Unterrichtsmateri
alien auch das individuelle Arbeiten mit mehreren 
Lernstufen gut kanalisieren können und die Lehr
kraft auch mit ihrer Kommunikation in Tandem- 
und Gruppenarbeitsphasen zufrieden ist, bleibt ei
ne Unzufriedenheit mit den Plenumsgesprächen. 
Einerseits weiß die Lehrkraft, dass auch das (von ihr 
angeleitete) Unterrichtsgespräch entscheidend ist, 
um alle Lernenden an die anspruchsvollen Inhal
te und an Sprachhandlungen wie das Erklären von 
Bedeutungen heranzuführen (Kommunikationsför-
derung). Andererseits ist es für viele Schülerinnen 
und Schüler schwierig, wirklich mitzudenken (Ler-
nendenorientierung, Kognitive Aktivierung), gerade 
wenn sie vorher nicht genau dieselben Aufgaben 
und Lernwege selbst bearbeitet haben. 

Die Lehrkraft plant deswegen genauer, an wel
chen Stellen die zentrale Besprechung wirklich not
wendig ist. Dazu zählen ebenfalls Überlegungen 
zum gemeinsamen Gesprächsgegenstand. Während 
beispielsweise manche Lernende noch daran arbei
ten zu verstehen, dass drei 10erSchritte auf dem 
Prozentstreifen tatsächlich durch Multiplika tion 
erfasst werden können, können andere komplexe 
Strategien zum Hoch und Runterrechnen vorstel
len. Den gemeinsamen Gesprächsgegenstand bil
den dann multiplikative Strukturen am Prozent
streifen, und die stärkeren Lernenden können die 
zuerst vorgestellten Verstehensgrundlagen für ihre 
Begründungen nutzen lernen (Durchgängigkeit). Je 
besser beides visualisiert wird (etwa indem Heftein
träge unter der Dokumentenkamera gezeigt wer
den), desto eher können alle Lernenden mitdenken.

Auch in nicht perfekt vorbereiteten Stunden 
überlegt sich die Lehrkraft daher immer ein paar 
Fragen, um Lernende tatsächlich miteinander ins 
Gespräch zu bringen. Sie ermöglicht zunächst Ge
sprächsgelegenheiten in kleinen Gruppen, bevor 
die Lernenden ihre Ideen auch im Plenum kommu
nizieren, das schafft Sicherheit und erhöht die indi
viduelle Redezeit (Holzäpfel 2023).
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Unterricht reflektieren mit den Prinzipien
Die Lehrkraft blickt nach der Stunde rückblickend 
kritisch auf ihren eigenen Unterricht. Die fünf Prin
zipien helfen ihr, den Blick auf die wichtigen Din
ge zu richten. So fragt sie sich, ob sie die Lernstän
de ausreichend genau erfasst hat oder inwieweit ih
re Aufgabenauswahl geeignet war, um die typischen 
Schwierigkeiten ihrer Lernenden zu diagnostizieren. 

Rückblick und Ausblick

Prinzipien unterstützen bei didaktischen  
Entscheidungen und Reflexionen
Insgesamt illustriert das Beispiel der Unterrichts
planung zur Prozentrechnung, wie die Kombination 
der fünf Prinzipien die Bewältigung der unterricht
lichen Anforderungssituationen leiten kann. In 
Tab. 2 sind typische Planungs- und Entscheidungs
fragen aufgeführt (wenn auch keineswegs vollstän
dig), die für die jeweiligen Anforderungssituationen 
leitend sein können. 

Die Prinzipien unterstützen dabei, bei der Rück
schau auf den Unterricht auf relevante Tiefenstruk
turen zu blicken und sich nicht allein von Sicht
strukturen (wie Lautstärke) leiten zu lassen.

Prinzipien liefern keine Rezepte
Das Beispiel zeigt natürlich auch, dass gute didakti
sche Fragen noch nicht automatisch zu der immer 
gleichen und perfekten Antwort führen: Unterricht 
ist viel zu komplex, als dass es einfache Rezepte für 
jede Entscheidung geben könnte. Die Prinzipien ge
ben jedoch allgemeine Orientierungen, mit denen 
Ideen eingebaut, adaptiert und für die eigentlichen 
Lernziele fruchtbar gemacht werden können, um 
so – auch im Team an der Schule – an der Qualität 
von Unterricht zu arbeiten.

Auf das Zusammenspiel kommt es an 

Die wichtigste Botschaft, die das vorgestellte Pla
nungsbeispiel illustriert, lautet: Wer ein Prinzip ab
solut setzt, verpasst Wichtiges und erschwert die 
individuellen Lernprozesse. Im Zusammenspiel der 
fünf Prinzipien liegt die fachdidaktische Unter
richtsqualität: 
• Kognitive Aktivierung bedarf der Lernendenorien-

tierung, denn Vorstellungen und Vorerfahrun
gen, die Lernende mitbringen, spielen in ihren 
Denkprozessen eine wichtige Rolle.

• Adaptivität bedarf der Kommunikationsförderung: 
Nur differenzierte Arbeitsblätter (individuell) 
bearbeiten zu lassen genügt nicht. Erst das mo
derierte Gespräch unterstützt verstehensorien
tierte Lernprozesse.

• Verstehensorientierung bedarf der Durchgängig-
keit: Je älter die Lernenden, desto schwieriger 
wird es für einige, Konzepte, Strategien und  
Verfahren zu verstehen, weil der Verstehensauf
bau eine vorangehende Fundierung voraussetzt. 
Je konsequenter eine Schule Durchgängigkeit im 
Blick hat, desto besser lassen sich Lücken in der 
Bildungsbiografie aufarbeiten – je früher, desto 
besser.

In den unterrichtspraktischen Beiträgen dieser Aus
gabe werden weitere Beispiele gegeben, die jeweils 
einige Prinzipien in ihren Zusammenhängen vertie
fen. 
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QUAMATH | BASISART IKEL 

1 | Wissenswert: Zum großen neuen Zehnjahres-Programm QuaMath

Die in dieser mathematik lehren Ausgabe diskutierten Prinzipien von qualitätsvollem Mathema-
tikunterricht bilden den Kern des Zehnjahres-Programms „QuaMath – Unterrichts- und Fortbil-
dungs-Qualität in Mathematik entwickeln“ (2023 – 2033), das von der KMK und dem Deutschen 
Zentrum für Lehrkräftebildung Mathematik gestartet und durch die Länderkooperationen mit be-
stehenden Landesprojekten verknüpft wird.

QuaMath will zur Stärkung der mathematischen Bildung in Deutschland beitragen, indem bis 
zu 10.000 Schulen und deren Lehrkräfte bei der Weiterentwicklung ihres Mathematikunterrichts 
durch Fortbildungen, entsprechende Materialien und die Begleitung durch Multiplizierende un-
terstützt werden, die Qualität ihres Unterrichts weiterzuentwickeln, in schulinternen Schulteams 
und schulübergreifenden Netzwerken. 
Die Fortbildungen und Materialangebote werden sich kohärent auf die fünf Prinzipien beziehen 
und an jeweils fünf unterrichtlichen Anforderungen ausgerichtet sein. 

QuaMath-Struktur mit den drei Implementationsstrategien auf Schul-, Fortbildungs- und Qualifizierungsebene
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 LERNGRUPPE:  5. – 8. Schuljahr

 IDEE:  Verstehensorientierung heißt, 
auch Formeln zu begründen. 
Angeknüpft wird dazu an das 
Verständnis der Multiplikation als 
Zählen in Bündeln, eine Verste-
hensgrundlage, die für die Sekun-
darstufe durchgängig wichtig ist.

 PRINZIPIEN:  Verstehensorientierung,  
Durchgängigkeit,  
Lernendenorientierung 

 VORWISSEN:  Multiplikationverständnis (wird 
integriert aufgearbeitet)

 MATERIAL:  12 Tücher 

 WEITERES MATERIAL:  Differenziertes Aufgabenmaterial 
digital unter  
https://sima.dzlm.de/um/5-005 

 ZEITBEDARF:  2 Unterrichtsstunden  
(90 min plus Übungszeit)

CLAUDIA ADEMMER, EVA PEITZ, SUSANNE PREDIGER 

„Wieso mal nehmen?“
Lernpfad zum Verständnis der Flächeninhaltsformel

Viele Lernende können zwar For
meln wie die für den Flächeninhalt ei
nes Rechtecks in Stan  dard situationen 
anwenden, doch Oberflächenwissen 
reicht nicht: Sobald die Aufgabe et
was mehr Flexibilität verlangt, entste
hen Fehler. Hier zeigt sich wieder, wie 
wichtig es ist, dass Formeln auch ver
standen werden – wie es das Prinzip 

der Verstehensorientierung intendiert. 
Doch was genau umfasst das Verständnis 
für Formeln, und wie kann es sukzessi
ve aufgebaut werden? Wir stellen vor, wie 
das Thema „Flächeninhalte von Recht
ecken berechnen“ in Klasse 5 neu erarbei
tet oder in Klasse 6 bis 8 wiederholt wer
den kann.  

Unterricht planen: Lernpfad hin 
zur Flächeninhaltsformel

In der Planung stellen sich dazu folgen
de Anforderungen, die hier exempla
risch ausgeführt werden.  

Lernstände diagnostizieren  
Oberflächenwissen zu Formeln wie F = 
h · b entlarvt man leicht, indem man 
die Lernenden fragt, was die Formeln 
bedeuten. Viele benennen nur die Va
riable: „h ist Höhe und b ist die Brei
te.“ Andere erklären auch, was F be
deutet: „Der Flächeninhalt, das ist, wie 
viel kleine Quadrate da hineinpassen.“ 
Aber wer kann wirklich erklären, wa-
rum die Größen multipliziert werden 
(und nicht addiert oder dividiert)? 

 Lernziele setzen  
Der kompetente Umgang mit Flächen
inhaltsformeln umfasst drei Teilzie
le: Verständnis des Flächeninhaltskon
zepts entwickeln, denn nur wer weiß, 
was ein Flächeninhalt überhaupt ist 
(Anzahl der hineinpassenden Einheits
quadrate), kann entscheiden, wann die
ser im Sachkontext berechnet werden 
soll (statt beispielweise den Umfang). 

Die Flächeninhaltsformel kennen und 
anwenden können ist das zweite Teil
lernziel. Viele Schulbücher betonen al
lein diese Fertigkeit. 

Das dritte Teilziel verbindet die ers
ten beiden: Zur Verknüpfung des Kon
zeptverständnisses mit der Formel ist 

das Verständnis der Flächeninhaltsfor-
mel wichtig. Es umfasst die Fähigkeit 
zu begründen, warum bei Rechtecken 
ausgerechnet Breite und Höhe multi
pliziert werden soll, und was die Brei
te und Höhe überhaupt mit den hinein
passenden Einheitsquadraten zu tun 
haben. Während wir früher glaubten, 
Begrün den wäre nur für Leistungs
stärkere, haben wir inzwischen Ansät
ze gefunden, wie alle Lernenden dieses 
Lernziel erreichen können, wenn wir 
sie Stufe für Stufe erarbeiten.  

Lernpfad konzipieren:  
Von Intuitionen hin zur Formel  
Als Lernpfad bezeichnen wir eine Se
quenz von aufeinander aufbauenden 
TeilLernzielen (genannt Lernstufen). 
Er wird meistens zusammen mit ei
ner Aufgabensequenz konzipiert, mit 
der diese Lernstufen erarbeitet werden 
können. Nach dem Prinzip der Lernen-
denorientierung starten Lernpfade am 
besten bei den intuitiven Vorerfahrun
gen der Lernenden (hier im Auslegen 
von Flächen), daraus wird zunächst 
für die Konzepte (hier des Flächenin
haltskonzepts) entwickelt und erst dar
auf aufbauend die verstehens fundierte 
Formel. Die einzelnen Lernstufen (s. 
Abb. 1) erläutern wir hier nach und 
nach genauer und berichten dazu Un
terrichtserfahrungen.

Aufgaben und Arbeitsmittel  
auswählen und adaptieren      
Um den Lernenden zunächst intuiti
ve Vorerfahrungen mit der Flächen
bestimmung durch Zählen von Ein
heitsquadraten zu ermöglichen, star
tet unsere Erarbeitung mit einer gut 
vorstellbaren Kontextsituation (mit 
passendem Foto): 

 → Frau Ademmer möchte eine Terras-
se bauen, die 12 Quadratmeter hat. Ic
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Was bedeutet das überhaupt? Und wie 
könnte die aussehen? Die Klasse 6a ist 
das Architekturbüro und sucht mög-
lichst viele Rechteckformen für die  
Terrasse.

Man könnte die 12 m2 mit allen mögli
chen Formen auslegen (Holzäpfel u. a. 
2012), wir entscheiden uns jedoch für 
gleich große Quadrate, die sind am 
einfachsten. Mit (fast) quadratischen  
Tüchern simulieren wir Meterquadra
te, sodass die Kinder das Ausmessen 
praktisch erfahren können. 

Im Zentrum der Doppelstunde 
steht der Erkundungsauftrag, mit 12 
Tüchern alle möglichen Rechtecke zu 
legen und diese zu notieren. So erarbei
ten die Lernenden ein Flächeninhalts
konzept und verstehen die Bedeutung 
des Flächeninhalts eines Rechtecks als 

die Anzahl der Quadrate, mit denen 
man es auslegen kann (Lernstufe L1 in 
Abb. 1).

Das Verständnis der Flächenin
haltsformel wird danach aus der Erfah
rung gewonnen, wie Flächen mit dem
selben Flächeninhalt zu legen sind, 
und wie sie geschickter gezählt werden 
können, und zwar durch Schematisie
rung des Zählens in Bündeln (Lernstu
fe L2 in Abb. 1) und mit dem Gedanken 
der Verallgemeinerung (Battista 2004). 

Fast jedes Schulbuch beginnt da
mit, ein Verständnis des Flächenin
haltskonzepts über das Ausmessen mit 
Einheitsquadraten zu entwickeln, für 
L1 hätten wir leicht geeignete Aufga
ben finden können. Die Bücher unter
scheiden sich allerdings erheblich da
rin, ob auch der Übergang vom Ver
ständnis des Flächeninhaltskonzepts 

zum Verständnis der Formel (also L2, 
L3, L4) erarbeitet wird, oder ob im 
Lernpfad (in Abb. 1) vom Flächenin
haltskonzept (L1) direkt zur Formel 
(L5) gesprungen wird, ohne die Ver
knüpfung herzustellen. Nach Einfüh
ren der Formel wird in einigen Bü
chern auf den Übungsseiten nur noch 
die Fertigkeit des Einsetzens von Wer
ten in die Formel und Ausrechnen trai
niert (L5).

Wir haben daher ein Unterrichts
material entwickelt (online unter  
https://sima.dzlm.de/um/5005), das 
auch die Lernstufen dazwischen ernst 
nimmt. Abb. 2 gibt einen Überblick 
über den Lernpfad, also die Phasen 
und Aufgaben der 90-minütigen Unter
richtseinheit. Diese werden mit den je
weils adressierten Lernschritten nun 
genauer erläutert.Ab
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Lernstufen im Lernpfad Beispielaussage

L5: Flächeninhalt  
berechnen durch Ein-
setzen in Flächeninhalts-
formel

L4: Flächeninhaltsformel 
verstehen und begründen 

L3: Strukturierung  
in Reihen mit Multipli-
kation vernetzen 

L2: Fläche in Reihen 
strukturieren und 
schneller zählen

L1: Flächeninhalt  
verstehen als Auslegen 
mit Einheitsquadraten

Ich setze ein in F = h · b 
Höhe mal Breite, 
also F = 3 m · 4 m = 12 m2

Den Flächeninhalt berechne ich mit Breite mal  
Höhe, denn die Breite steht für die Anzahl der Qua-
drate in jeder Reihe, die Höhe für die Anzahl der 
Reihen, z. B. drei 4er-Reihen sind 3 · 4 m2 = 3 m · 4 m.

Zählen in Reihen 
passt zur Multiplikation: 
Drei 4er-Reihen, das sind 3 · 4.

Ich zähle geschickt, wie viele Quadrate ins  
Rechteck passen: In jeder Reihe sind 4 Quadrate. 
Ich habe drei Reihen.
Also sind es drei 4er-Reihen. Das sind 12.

Der Flächeninhalt gibt an, wie viele Einheits-
quadrate in das Rechteck hineinpassen:  
1, 2, 3, …,11, 12.

F = 3 m · 4 m = 12 m2

b = 4 m

b = 4 m, also 4 pro Reihe. 
Drei 4er, das sind 3 · 4 m2.

Drei 4er das sind 3 · 4.

h = 3 m

h = 3 m, also 
3 Reihen

drei 4er
zwei 4er
ein 4er

drei 4er
zwei 4er
ein 4er

12 Quadrate pas-
sen ins Rechteck, 
also 12 m2.

1 2 3 4

1 2 3 4

1
5
9

2
6

10

3
7

11

4
8

12

Abb. 1: Lerpfad mit fünf Lernstufen hin zur verstehensfundierten Flächeninhaltsformel: Multiplikation als Zählen in Reihen 
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Phase Material für 90-minütige Unterrichtseinheit Adressierte Lernstufe Zeit

Erarbeiten 
L1 (bis zu 
evtl. L5)

Einstiegs-Impuls am Whiteboard: 
Wir planen eine Terrasse mit 
12 Quadratmetern.
(Was bedeutet das überhaupt?)

Hinführung zu L1  
(Flächeninhalt als  
Aus legen mit Platten)

5 min

Handelnde Erkundungsaufgabe in Kleingruppen: 
Legt aus 12 quadratischen Tüchern viele verschiedene Rechtecke. 
Alle Tücher sollen genutzt werden. Notiert, 
was ihr gelegt habt (als Bild oder als Text).

Alle Lernende erarbei-
ten sich L1 (Flächenin-
halt als Auslegen mit 
 Quadraten).

Einige Lernende ent-
decken bereits L4/L5 
(Flächeninhaltsformel).

15 min

Systemati-
sieren L2 / L3

Impulse für systematisierendes Plenumsgespräch:
Erfassen und Beschreiben der Bündelstrukturen in Reihen
   Welche Rechtecke sind gleich? Welche sind anders?
   Sie haben alle 12 Quadratmeter, 
   denn 12 Quadrate passen rein. 
   Einige Rechtecke sind nur gedreht, aber für 
   die Terrasse macht das einen Unterschied.
   Ist das auch eine 12er-Fläche? 
   Woher weißt du das?
   Wie können wir möglichst geschickt zählen? 
Ein 4er, zwei 4er, drei 4er, also sind es 12 (L2)
Welche Aufgabe passt dazu? 3 · 4 (L3)

L1 (Flächeninhalt  
verstehen) 
L1 (Einzeln zählen)

L2 (in Reihen zählen) 
L3 (Reihenstruktur  
mit Multiplikation  
verbinden)

15 min

Üben L2 / L3
B|R|P

Übungsaufgaben in Basis-, Regel-, Potenzialfassung (in der Kopfleiste  
markiert mit B|R|P): Vernetzen von Multiplikation und Fläche über  
Strukturierung in Reihen, Einüben der Bündelsprache 
vier 3er-Reihen, das sind 4 · 3, also F = 4 · 3 m2

Kinder mit der Basisfassung der Aufgaben arbeiten unter Anleitung der 
Lehrkraft am Kleingruppentisch.

L2, L3 üben
Potenzialgruppe ggf.  
bereits L4/L5

15 min

Erarbeiten 
L4 / L5

Impulse für erarbeitendes Plenumsgespräch:
Übergang zur verstehensfundierten Flächeninhaltsformel
Wie viele Quadrate sind denn in dem Rechteck, wenn es 11 cm breit ist und 
7 cm hoch? Zeige es mir an dem Material.
11 cm breit, also 11 Quadrate in jeder Reihe
7 cm hoch, also 7 Reihen
sieben 11er-Reihen, also 7 · 11 Quadrate 
Wie können wir dann den Flächeninhalt berechnen?
11 cm · 7 cm = 11 · 7 cm2 = 77 cm2

Geht das immer?
Ja, denn immer ist Flächeninhalt 
= Reihenanzahl · Reihenbreite 
= Höhe · Breite 

L4 (Begründung der  
Flächeninhaltsformel) 
explizieren durch L2, L3 
und Verallgemeinerung

15 min

danach: 
Üben L5

Üben: Flächeninhaltsformel anwenden in Anwendungskontexten  
(siehe reguläres Schulbuch). Dabei in jeder zehnten Aufgabe wieder  
einfordern: Zeichne auf, wieso du hier multiplizieren musst.

L5 (Flächeninhalts-
formel anwenden)

30 min

Abb.2: Überblick zum Aufbau der Unterrichtseinheit hin zur verstehensfundierten Flächeninhaltsformel (= Lernpfad?)

11cm breit

7cm hoch
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Unterricht durchführen 

Lernprozesse beobachten  
Während des Unterrichts ist es wichtig, 
die Lernprozesse der Kinder zu beob
achten: Wer erreicht welche Lernstufe 
von selbst, wer braucht welche Unter
stützung? Der selbstdifferenzierende 
offene Auftrag, Rechtecke mit 12 qua
dratischen Tüchern zu legen, initiiert, 
dass Lernende viele Rechtecke produ
zieren (siehe Fotos in Abb. 2, Phase Er
arbeiten). Dabei erarbeiten sich alle 
Lernenden die Lernstufe L1. Der Auf
trag, die Rechtecke auch zu notieren, 
ermöglicht einen späteren Vergleich 
der Produkte.

Für einige Lernende reicht der of
fene Auftrag „Lege viele Rechtecke mit 
Flächeninhalt 12 m2.“ sogar für den 
Sprung bis zur Lernstufe L5: Sie erfin
den selbst sehr schnell, dass man ge
schickt zählen oder dies durch Multi
plikation abkürzen kann. In der Dyna
mik des Unterrichtsgesprächs reicht es 
dann oft, wenn ein Kind ruft: „Wir neh
men einfach mal“, dann steht die For
mel für alle an der Tafel. 

Doch für die meisten Kinder der 
Klasse sind die Lernstufen L2 und L3 
keineswegs selbstverständlich (Pre
diger/Adem   mer 2019), sondern brau
chen gezieltere Förderung und Unter
stützung: 

Lernprozesse fördern  
und differenziert unterstützen  
Nach einem groben Vergleich der ge
fundenen Rechtecke steht die Explizie
rung der Lernstufen L2 und L3 im Zent
rum des ersten systematisierenden Un
terrichtsgesprächs (siehe Abb. 2, Pha
se Systematisieren): Wir strukturieren 
unsere Quadrate in Reihen, denn da
mit lässt sich geschickter zählen (L2). 
Und zu der Strukturierung in Reihen 
passt die Multiplikation (L3). 

Nachdem diese Lernstufen expli
zit angesprochen wurden, müssen sie 
weiter geübt werden, bevor sie bei al
len gefestigt sind. Geübt wird die Lern
stufe L3, das Vernetzen der Strukturie
rung in Reihen mit der Multiplikation. 
Dazu stehen Arbeitsblätter auf drei Dif
ferenzierungsniveaus bereit, die sich 
nicht nur in der Zahl der Aufgaben un
terscheiden, sondern auch im Grad der 

Unterstützung: In der Potenzialfassung 
des Übungsblatts werden die Lernen
den aufgefordert, die Strukturierung 
einzuzeichnen, zu beschreiben und ei
ne Aufgabe dazu aufzuschreiben. Die 
Vernetzungsaufgaben werden schnell 
flexibilisiert. In der Regelfassung und 
der Basisfassung des Übungsblatts wer
den zusätzliche sprachliche und visuel
le Hilfen als Unterstützung angeboten, 
Abb. 4 zeigen beispielhafte Arbeitspro
dukte der unterstützten Übungsphase.

Einige der Lernenden verfügen 
noch nicht über ein hinreichend si
cheres Multiplikationsverständnis. Ein 
falsch verstandenes Unterstützen wür
de darin bestehen, diese Lücke in den 
Verstehensgrundlagen zu umgehen, 
indem man ihnen vorsagt, dass sie 
multiplizieren können. 

Fördern der Verstehensgrundlagen 
dagegen setzt darauf, die Flächenin
haltsformel als Anlass zum Aufarbeiten 

des Multiplikationsverständnisses zu 
nehmen: „Sieben 4er-Reihen, das passt 
zu 7 · 4“, dies wird mit den Kindern des 
Basisniveaus in einer durch die Lehr
kraft moderierten Kleingruppe er
arbeitet, auch für Justin mit Förder
schwerpunkt Lernen, der sich zum ers
ten Mal mit Multiplikation beschäftigt. 

Mit der Unterstützung durch geeig
nete sprachliche Hilfen gelingt es Leo
nie und Ahmed, die Strukturierung zu 
beschreiben und zur Begründung der 
Flächeninhaltsformel heranzuziehen 
(Abb. 3).

Die stärkeren Lernenden dagegen 
beschreiben mit eigenen Sprachmit
teln, die später mit der gemeinsamen 
Denksprache verknüpft wird.

Gemeinsame verstehens- 
förderliche Gespräche moderieren  
Nachdem die Lernstufen L2 und L3 
gefestigt sind, wird in einem zweiten 

Abb. 3: Unterstütztes Üben: Leonie und Ahmed vernetzen die Strukturierung in Reihen mit der 
Multiplikation

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode.de
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Plenumsgespräch der Übergang zur 
allgemeinen Flächeninhaltsformel ge
meinsam erarbeitet. Dazu muss einer
seits die Verallgemeinerung angeregt 
werden, um eine allgemeine Flächen
inhaltsformel Höhe mal Breite zu er
halten (L4), die durch die Reihenstruk
turierung begründet wird (L3). Mögli
che Impulse dafür sind in Abbildung 2 
bei der Phase des Erarbeitens im Ple
numsgespräch abgebildet.

Gleichzeitig muss auch der Bezug 
zur Lernstufe L2 und L3 immer wie
der hergestellt werden. Im Plenums
gespräch achtet die Lehrkraft dazu dar
auf, die Aufmerksamkeit aller Lernen
den immer wieder auf das Zählen in 
Bündeln (also hier in Reihen von Qua
draten) zurückzulenken und die ge
meinsame Denksprache („fünf 11er, 
das sind 5 · 11“) immer routinierter zu 
etablieren. Ein Beispiel für dieses Zu
rückgehen zur Verstehensfundierung 
in den Lernstufen L2 und L3 zeigt die
ser Auszug aus dem Plenumsgespräch:

Emil legt die 3 × 5-Fläche mit den 
quadratischen Tüchern aus. 
Lehrerin: Wie groß ist jetzt die Fläche? 

Zählt mal geschickt!
Dilan: 3 mal 5.
Lehrerin: Warum 3 mal 5? Zeig mir 

das!
Dilan: 3 Tücher (zeigt den Rand ent-

lang der Grundseite) und hier die 
5 Tücher (zeigt entlang der Höhe).

Lehrerin:  Jetzt hast du mir eine 
Reihe mit drei Tüchern gezeigt 
und eine mit fünf. Aber wir woll-
ten doch die gesamten Tücher 
zählen. Wer hat dazu eine Idee?

Yasar: Du musst die Reihen zäh-
len. Das ist eine Reihe und das ist  
eine Reihe … (Yasar zeigt alle 
Dreierreihen.)

Lehrerin: Das ist eine 3er-Reihe. 
Zähl mal, wie viele 3er-Reihen wir 
haben. 

Yasar: Eine 3er-Reihe, zwei 3er-Rei-
hen, … fünf 3er-Reihen.

Lehrerin:  Warum hilft es uns zu wis-
sen, wie viele Quadrate in einer 
Reihe sind? ….

Lehrerin: Wie kommen wir jetzt von 
den Reihen zu dem, was Lisa be-
hauptet hat, Höhe mal Breite?

Insgesamt kommen in einer heteroge
nen Klasse nicht alle in der Lernstu
fe L4 selbstständig an; für Leonie und 
Ahmed reicht es auch, in Lernstufe L3 
zu bleiben, wenn sie sich die Quadra
te weiter vorstellen. Für die Lernenden 
auf Regel und Potenzialniveau sind die 
Begründungen nun führbar, entweder 
konkret am Zahlenbeispiel oder sogar 
allgemein. 

Lernstände beurteilen  
Für die Lernenden zählt nur als rele
vant, was auch in der Klassenarbeit ge
prüft wird (s. den Beitrag (Auf) schrift-
liche Prüfungen vorbereiten in dieser 
Ausgabe). Daher ist es entscheidend, 
dass das geschickte Zählen, das Multi
plikationsverständnis und die Begrün
dung der Flächeninhaltsformel sowie 
das Vernetzen dieser drei Aspekte auch 
in der Klassenarbeit eine Rolle spielt. 
Klassenarbeitsaufgaben könnten z. B. 
so lauten:

 → Basisniveau: Das Rechteck hat fünf 
12er-Reihen von Zentimeter-Quadra-
ten. Zeichne das Rechteck und berech-
ne seinen Flächeninhalt. 

 → Regelniveau: Das Rechteck ist  
5 cm breit und 9 cm hoch.  
Warum kannst du den Flächeninhalt 
mit F = 5 cm · 9 cm berechnen?  
Begründe und zeichne ein Bild dazu.

Das Multiplikationsverständnis 
durchgängig nutzen

Das Beispiel verdeutlicht, wie stark 
das Verständnis der Flächeninhaltsfor
mel vom Verständnis der Multiplikation 
als Zählen in Bündeln abhängt, das vie
le Kinder in dieser Doppelstunde erst 
noch integriert wiederholen und festi
gen mussten. 

Immer wieder muss man sich als 
Lehrkraft entscheiden, welche Wis
senselemente zum Lernziel für al
le werden sollen. Dabei lohnt es sich, 
nach dem Prinzip der Durchgängigkeit 
(Prediger u. a. 2023) auf diejenigen Ver
stehenselemente zu fokussieren, die in 
vielen Zusammenhängen wichtig sind: 
Dass das Zählen in Bündeln und das 
Rechteckfeld nicht nur für das basale 
Multiplikationsverständnis wichtig ist, 
sondern entlang der Curriculumspirale 

immer wieder, das zeigt im Überblick 
Abb. 4 (genauer in Prediger 2019). Das 
Zählen in Bündeln startet im Punkte
feld und wird dann auf Rechtecke ab
strahiert, es wird beim Messen für die 
Flächeninhaltsformeln  und Volumen
formeln vieler Figuren und Körper ge
nutzt, bis hin zum Integral in der Vor
stellung als Flächeninhalt zwischen 
Kurve und xAchse. 

Die Multiplikation als Zählen in 
Bündeln ist auch für das Multiplizie
ren von Brüchen fortsetzbar: Statt 
3 · 4 als drei Vierer nehmen wir    1 ― 2    · 4,  
also einen halben Vierer oder    1 ― 2    ·    3 ― 4    als 
die Hälfte des neuen Bündels    3 ― 4    . An
teile von Anteilen sind also eine Fort
setzung vom Zählen in anderen Bün
deln, diese StrukturAnalogie wird in 
der Rechteckdarstellung leichter zu 
greifen. Das Denken in Anteilen von 
Anteilen ist ebenso wie das Rechteck
feld schließlich bis hoch zur bedingten 
Wahrscheinlichkeit interessant. Diese 
langfristigen Zusammenhänge kann 
jedoch nur erarbeiten, wer ein solides, 
das heißt durchgängig nutzbares Mul
tiplikationsverständnis aufgebaut hat. 
Es ist also gut investierte Zeit!

Justin, unser Schüler mit Förder
schwerpunkt Lernen, hat in dieser Un
terrichtseinheit das Multiplikations
verständnis erstmalig aufgebaut. Für 
ihn bleiben multiplikative Bündelungs
strukturen ab jetzt eng verbunden mit 
„den Tüchern in so Reihen“. 

In den nächsten Unterrichtseinhei
ten, in der multiplikative Bündelungs
strukturen auftauchen (s. Abb. 4 ent
lang der CurriculumSpirale), fragt sei
ne Lehrerin: „Justin, wie war das noch
mal mit den fünf 3er-Reihen Tüchern, 
wie können wir das rechnen?“, und er 
antwortet stolz: „5 mal 3.“ Dann fragt 
sie die anderen: „Und wie können wir 
das jetzt nutzen, um zu berechnen, wie 
viel 10er-Strecken von Zentimetern in 3 
dm passen?“, oder: „Wie kannst du Jus
tins Aussage nutzen, um zu begründen, 
warum du gerade mal 10 rechnest, um 
3 dm in cm umzurechnen?“

Oder für das Distributivge
setz: „Justin, wie können wir denn 
5 · 8 und 4 · 8 zeichnen?“, und dann: 
„Wie können wir Justins Bild nut
zen, um zu begründen, warum 5 · 8 
+ 4 · 8 = (5 + 4) · 8 sind?“ So wird das Ic
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Multiplikationsverständnis vom Zäh
len in Bündeln immer wieder frucht
bar gemacht (viele weitere Beispiele 
finden sich in Prediger 2019).

Auf zu eigenen Erfahrungen

Oft hat man das Problem, dass verste
hensförderlicher Unterricht zu lang 
dauert. Das geht uns immer dann so, 
wenn uns die Verstehenslücken unvor
bereitet treffen und wir nicht die pas
senden förderlichen Aufgaben und Un
terstützungen parat haben. 

Unser Lernpfad hat einige typi
sche Schwierigkeiten im Multiplika
tionsverständnis und im Beschreiben 
multiplikativer Strukturen bereits an
tizipiert. Er ist in zwei Einzelstunden 
umzusetzen, wenn die Lernenden be
reits gewohnt sind, ihre Strukturie
rungen zu verbalisieren. Falls nicht, 
dauert es vielleicht eine dritte Stun
de – aber auch die lohnt sich, da das 

Verbalisieren als langfristige Kompe
tenz immer gebraucht wird. Probie
ren Sie es doch aus! Das Material fin
den Sie unter https://sima.dzlm.de/
um/5005.
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Rechteckfeld als durchgängige Darstellung für 
multiplikative Strukturen

12 in drei 4er: 3 · 4 = 12
12 : 4 = 3  und 12 : 3 = 4

1,3 · 2,4 
= 1 · 2 + 1 · 0,4
+ 0,3· 2 + 0,3 · 0,4

13 · 24
= 10 · 20
+ 3 · 20 
+ 10   4
+ 3 · 4 

(a + b) 2 =
a2 + 2ab + b2

a · b

a 
· ba2

a

b2

b
b

P (V)

P (U) P (U)

P (V|U)

P ( V )

   3 ― 4    vom Ganzen
   2 ― 3    von    3 ― 4    
sind    6 ― 12    vom 
Ganzen

   2 ― 3   

Abb. 4: Prinzip der Durchgängigkeit: Das Verständnis der Multiplikation als Zählen in Bündeln ist in allen Klassenstufen relevant. 

Differenzierung auf den Punkt gebracht 

Aspekte der Heterogenität:
• Lernstufen
• Vorwissen Multiplikationsverständnis

Methode:
• kooperativ Erarbeiten – gemeinsam 

Systematisieren und dabei Lernstufen 
verknüpfen

• paralleldifferenziertes Üben

Praxistipp:
Dem Verständnis der Flächeninhaltsformel 
(Lernstufe 3) immer wieder Zeit und Lern-
gelegenheit geben. Dazu gibt es mit dem 
Flächentool auch eine digitale dynamische 
Visualisierung und Übungsformate unter 
sima.dzlm.de/um/5-005

  In der Arithmetik, Algebra  
und Wahrscheinlichkeit

Beim Messen
   Wahrscheinlich - 
  keiten im Rechteckfeld  
(Einheitsquadrat)

Integrale als Fläche  
unter der Kurve

Volumenformel für  
andere Körper

Flächenformel für  
Dreiecke und andere Vierecke

Volumenformel für Quader

Flächenformel für Rechtecke

 Binomische Formeln 
im Rechteckfeld

  Multiplikationsver- 
 ständnis für Brüche als 
Anteil vom Anteil

  Multiplikationsver- 
 ständnis für Dezimal-
zahlen im Rechteckfeld

 Doppelte Distributivität 
am Punktefeld

   Multiplikations-/  
  Divisionsverständnis 
im Punktefeld

Kl. 10 – 13

Kl. 8

Kl. 7

Kl. 6

Kl. 4/5

Kl. 2/3
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 LERNGRUPPE:  5. – 10. Schuljahr

 IDEE:  Um sportliche Leistungen fair 
zu vergleichen, kann man mit 
verschiedenen Kenngrößen 
argumentieren. Die Verlässlichkeit 
wird mit Streumaßen wie Spann-
weite oder mittlere Abweichung 
zunehmend genauer erfasst. 

 PRINZIPIEN: Kognitive Aktivierung, Lernenden- 
  Orientierung & Adaptivität

 VORKENNTNISSE:  Erst-Erarbeitung der Mittelwerte 
ist mit dem Material möglich. Sind  
Mittelwerte und Spannweiten be-
kannt, eignet sich die Einheit zur 
vernetzenden Wiederholung, bei 
der  ggf.  die mittlere Abweichung 
neu erarbeitet werden kann.

 ARBEITSBLATT 1–3:  Datensätze vergleichen, statisti-
sche Kenngrößen erarbeiten

 ZEITBEDARF:  3 – 4 Unterrichtsstunden (2 Stun-
den plus Übungszeit, falls einiges 
bekannt, sonst 3 – 4 Stunden plus 
Übungszeit)

BÄRBEL BARZEL, OLIVER GIRNTH, OLIVER WAGENER, SUSANNE PREDIGER  

Wer spielt besser? 
Aktives Lernen auf eigenen Wegen von Verlässlichkeit zur Spannweite 

Aktives eigenes Denken ist Voraus
setzung für nachhaltiges Lernen, die
ses Prinzip der Kognitiven Aktivierung 
(Henningsen/Stein 1997) gilt für alle 
Phasen, das Erarbeiten, Systematisie
ren und Üben. Gerade im Erarbeiten ist 

nach dem Prinzip der Lernendenorien-
tierung wichtig, an den intuitiven Ideen 
der Lernenden anzusetzen und diese 
auszubauen zu den regulären mathe
matischen Konzepten (Gallin/Ruf 1990) 
und danach zu Strategien und Verfah
ren (Selter 1993). Wie dies möglich ist, 
zeigen wir hier am Beispiel Datenver
gleich mit statistischen Kenngrößen.

Erarbeiten mit reichhaltigen 
offenen Aufgaben und  
aktivierenden Impulsen

Aufgaben und Medien  
auswählen und adaptieren  
Die Inspiration für die Wahl der kon
kreten Einstiegsaufgabe zum Daten
vergleich beim Basketball (Aufgaben
idee z. B. bei Lengnink 2009) kam aus 
der ZDFMediathek: In Leschs Kosmos 
wurde anhand dieser Aufgabe über Be
funde der LehrLernforschung berich
tet, dass aktives Erarbeiten tatsächlich 
lernwirksamer ist als ein rein nachvoll
ziehendes Lernen (Loibl u. a. 2017). 

Die von uns genutzte Aufgabenstel
lung ist in Abb. 1 abgedruckt, wir ha
ben sie so adaptiert, dass sie von Klasse 
6 bis Klasse 10 eingesetzt werden kann. 

Lernziele setzen und  
Lernpfade konzipieren  
Mathematisch geht es in der Aufgabe 
um statistische Kenngrößen, sowohl 
um zwei Maße für den Mittelwert (Zen
tralwert, auch genannt Median und 
Durchschnitt, auch genannt arithme
tisches Mittel) als auch um Streumaße 
(wie Minimum, Maximum, Spannwei
te und gegebenenfalls mittlere Abwei
chung). 

Die Lernenden unserer Klassen 6 
und 7 kannten Mittelwerte bereits, die 
meisten auch Minimum, Maximum 
und Spannweite. So konnten wir auf 

das Lernziel fokussieren, mit den sta
tistischen Kenngrößen im Sachkontext 
datenbasiert zu argumentieren. Der 
Ausbau dieser prozessbezogenen Kom
petenz kann auch dazu beitragen, den 
Sinn statistischer Kenngrößen zu er
fassen. In Klasse 8 – 10 kann außerdem 
die mittlere Abweichung und sogar die 
Standardabweichung ausgehend von 
dieser Aufgabe erarbeitet werden. 

Die Einheit beginnt mit der Ein
stiegsaufgabe in Abb. 1, um zunächst 
die „Daten sprechen zu lassen“, die 
Lernenden anzuregen, das Problem zu 
erörtern, verschiedene Argumente zu 
sammeln und auszutauschen. Lernen
denorientiert werden dabei intuitive 
Ideen hervorgelockt, um im Sachkon
text bereits wichtige konzeptuelle Ide
en vorzubereiten (Freudenthal 1973). 

Die Teilaufgabe „Nachgedacht“ regt 
die erste Modell-Reflexion an. Erst mit 
der zweiten Aufgabe werden die neuen 
mathematischen Konzepte (wie Spann
weite und mittlere Abweichung) ausge
hend von den intuitiven Ideen der Ler
nenden über die zunehmend forma
lere Fassung des Konzepts und seiner 
Berechnungswege entwickelt, der so 
konzipierte Lernpfad wird im Folgen
den durch die weiteren Aufgaben er
läutert.

Lernprozesse  
beobachten und unterstützen      
Doch zunächst ist es während der 
Gruppenarbeit zur Erarbeitungsaufga
be (aus Abb. 1) wichtig, den Lernenden 
den nötigen Freiraum zu geben, sodass 
eigene Ideen entstehen, geäußert, dis
kutiert und gegebenenfalls verwor
fen werden können. Daher kann man 
sich als Lehrkraft zurückhalten und zu
nächst vor allem beobachten, wie die 
Lernenden denken: Wer gibt sich mit 
schnellen Antworten zufrieden, wer 
argumentiert tiefgehender? Ic
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Impulse sollte man in dieser Erarbei
tungsphase nur dafür setzen, die kog
nitiven Aktivitäten der Lernenden zu 
intensivieren und oberflächliche Her
angehensweisen zu vertiefen.

So wäre es bei einer Lernendenäu
ßerung wie „Der Durchschnitt ist bei 
beiden 24, also macht es keinen Unter
schied, weil es gleich ist“ gut, in Bezug 
auf den Realkontext zu spiegeln, dass 
es dann für den Trainer ja egal sei, wie 
er sich entscheiden würde. So kann das 
Argumentieren ggf. um weitere Kriteri
en angereichert werden.  

„Wenn die anderen Mitspieler 
gut sind, würde ich Spieler 2 neh
men. Wenn die anderen Spieler mit
tel sind, Spieler 1. Wenn alle schlecht 
sind, würde ich wieder Spieler 2 neh
men. Dann könnte man noch gewin
nen.“ Diese detaillierte Empfehlung 
eines Schülers an den Trainer nimmt 
den Kontext sehr ernst. Als Lehrkräf
te können wir sie verstärken und z. B. 
durch eine Frage nach konkreten Un
terschieden der Treffererfolge ggf. un
terstützen, den Fokus zu einer mathe
matischeren, also hier datengestützten 
Argumentation zu erweitern. 

Dagegen sollte man in der Erarbei
tungsphase Impulse vermeiden, die 
lediglich der schnellen Bewältigung 
der Aufgabe dienen, wie z. B.: „Denke 
doch mal an die Spannweite, wer wä
re denn dann besser?“ Denn sie neh
men den Lernenden das Denken ab, 
statt die kognitiven Aktivitäten zu in
tensivieren. 

Lernprozesse diagnostizieren:  
Perlen finden in den intuitiven Ideen    
Eine lernendenorientierte Diagnose 
dient dazu, in den intuitiven Ideen zur 
offenen Einstiegsaufgabe die „Perlen 
zu finden“, welche sich später zu den 
regulären mathematischen Konzepten 
ausbauen lassen (Selter 1993; Lengnink 
2009). Abb. 2 zeigt solche Perlen, die 
fruchtbare Anknüpfungsmöglichkei
ten an die regulären Konzepte bieten, 
also an die statistischen Kenngrößen. 
So zeigen die Lernendenprodukte, 
dass Selma und Leon zwar den Durch
schnitt berechnen, damit aber nicht 
explizit argumentieren. Klara dagegen 
nutzt das Maximum explizit für ein ma
thematisch gestütztes Argument. 

 Viele Lernende entwickeln intuitive 
Ideen zur fehlenden Verlässlichkeit, 
ausgedrückt als „ungleichmäßig“ (Le
on), „Risiko“ (Ali und Klara), „manch
mal mega schlecht und manchmal me
ga krass“ (Murad). Verlässlichkeit wird 
adressiert als „immer relativ durch
schnittlich“ (Zeynep), „konstanter“ 
(Derek) oder „gleichmäßig“ (Leon). 

Drei Lernende entwickeln sogar 
schon Ansätze, wie diese intuitiven Ide
en zur Streuung auch mathematisch 
gefasst werden können: Klara betrach
tet das Maximum, Murad die „Diffe
renz zwischen der größten und kleins
ten Zahl“ (d. h. die Spannweite), und 
Zeynep formuliert etwas, das sich spä
ter ausbauen lässt zur mittleren Abwei
chung, nämlich „entweder sehr weit 
über dem Durchschnitt (41) oder sehr 
unterdurchschnittlich (9)“ (Zeynep).

Manchmal muss man zweimal le
sen, um die Perlen in diesen Formu
lierungen zu finden. Daher kann es 
hilfreich sein, die Lernendenproduk
te am Ende der Stunde einzusammeln 
und erst in Ruhe zu sichten: Welche 
Ideen beinhalten Perlen, welche kön
nen nicht für die regulären Konzep
ten genutzt werden oder sind sogar 
falsch? Dies hilft bei der didaktischen 
Entscheidung, wie man damit in der 
nächsten Stunde weiterarbeiten kann. 

Gemeinsame Gespräche  
moderieren: Echte Herausforderung  
Produktiv wird „productive failure“ 
nur, wenn im Anschluss an die eigen
ständige Erarbeitung die Ideen tatsäch
lich für alle weiter aufgearbeitet und 
mit den mathematischen Konzepten 
verknüpft werden, denn dies schaffen 
nur wenige Lernende allein. Ein ge
meinsames Unterrichtsgespräch nach 
einer solchen Erarbeitungsphase zu 
führen, ist allerdings durchaus her
ausfordernd für Lehrkräfte. Denn mo
deriert werden muss so, dass die wich
tigen Ideen nicht untergehen und alle 
mitdenken können. Hilfreich sind fol
gende Strategien für eine aktivierende 
Gesprächsführung (vgl. Barzel/Ebers 
2020): 
• Fehler nicht direkt kommentieren, 

sondern Impulse setzen, dass diese 
selbst erkannt und korrigiert wer
den (z. B. „Kann das stimmen?“)

• Interaktion unter den Lernenden 
anregen, um die Auseinanderset
zung mit Gedanken anderer be
wusst auszulösen (z. B. „Was sagen 
die anderen dazu?“)

• Methoden wie „IchDuWir“ (bzw. 
„ThinkPairShare“) auch im Ple
numsgespräch nutzen, um alle 
am Mitdenken zu beteiligen (z. B. 
„Denkt mal kurz einzeln nach, ob 

1 Leistungen beim Basketball – Wer ist besser?

Der Trainer muss sich für das nächste 
Spiel entscheiden, welchen von zwei  
Spielern er einsetzt. Die Spieler haben 
in den letzten 5 Spielen unterschied-
lich oft getroffen. Für welchen Spieler 
sollte er sich entscheiden?

Nachgedacht
• Welche Argumente habt ihr gefun-

den, um die Leistungen der zwei  
Spieler zu vergleichen?

• Was genau wird dabei  
jeweils verglichen?

• Wie könnte man noch  
vergleichen?

Abb. 1: Offene, reichhaltige Einstiegsaufgabe zum aktivierenden Erarbeiten statistischer Kenngrößen

Spieler 1
25   23
27   21
2

Spieler 2
20   12
41   37
9
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das stimmen kann, dann tauscht 
euch zu zweit aus, bevor wir zusam
men weitermachen.“)

• Reflexion und Metakognition anre
gen (z. B. „Wie hilft uns diese Idee 
weiter?“)

• Wichtige Ideen herausheben und 
allen zugänglich machen (z. B. „Dei
ne Idee finde ich sehr spannend, 
habe ich das richtig verstanden, 
dass du das so ... meinst?“)

• Wichtige Ideen herausheben und 
rephrasieren lassen (z. B. „Ich ah
ne, was du meinst und finde es sehr 
interessant. Kann mir jemand die 
Idee noch einmal anders erklären, 
damit ich sicher bin, dass ich sie 
richtig verstanden habe?“)

Aufgaben adaptieren, um  
Fokussierung für alle zu erreichen   
Leichter fallen die Unterrichtsgesprä
che dann, wenn die Lernenden vorher 
auch Aufgaben bearbeitet haben, die 
die zentralen Ideen stärker fokussie
ren, sodass mehr Lernende sie bereits 
durchdenken konnten. Dabei braucht 
es auch Anlässe, sich die Bedeutungen 
der genutzten Konzepte zu verdeutli
chen. In unserem Unterrichtsmate
rial ermöglichen wir dies, indem wir 
die Kenngrößen mit einer graphischen 

Darstellung in einer weiteren Aufgabe 
vernetzen. Dazu wählen wir den Kon
text Weitsprung, in dem die graphische 
Darstellung mit horizontalen Balken 
naheliegt (Abb. 3). 

Die in Abb. 3 eingefügten drei Ler
nendenprodukte zeigen, wie Ella durch 
Darstellungswechsel verdeutlicht, was 
der Zentralwert bedeutet (im Balken
diagramm liegen drei Werte drüber 
und drei drunter), und wie Luca die 
Schwankungsbreite skizziert (Spann
weite). Die Antwort von Max zeigt, wie 
er mit zwei verschiedenen Kenngrößen 
(Maximum und Vorläufer der Spann
weite) argumentiert. Doch auch die
se fokussiertere und graphisch unter
stützte Aufgabe bleibt für einige noch 
zu flüchtig, wenn sie nicht systemati
siert und dauerhaft gesichert wird.

Systematisieren mit  
vorstrukturierten Aufgaben

Lernprozesse fördern: Intuitive  
Ideen für alle zugänglich machen    
Das Ziel der Systematisierungspha
se muss es sein, die typischen intu
itiven Ideen der Lernenden aufzu
greifen und für alle Lernenden mit 
den regulären Kenngrößen und ihren 

Bestimmungswegen zu verknüpfen 
(Prediger u. a. 2011). Dabei kommt es 
nicht zwangsläufig darauf an, jede ein
zelne individuelle Idee aufzugreifen, 
sondern sich auf die typischen intuiti
ven Ideen zu konzentrieren (dies unter
scheidet Lernendenorientierung von 
individueller Adaptivität). 

Das ist insofern ein wichtiger Un
terschied, als man die Weiterarbeit mit 
typischen Ideen so gut planen kann 
und nicht spontan reagieren muss. Im 
Unterrichtsmaterial tauchen sie als 
Sprechblasen auf, sodass auch die rest
liche Klasse darüber in Ruhe nachden
ken kann. Dies ist ein Vorteil gegen
über mündlich eingebrachten Ideen, 
die von einigen Lernenden nur ober
flächlich übernommen statt gründlich 
durchdacht werden. 

Aufgaben adaptieren: Zwischen  
Aktivierung und Zielorientierung    
Die Systematisierungsphase soll also
• typische intuitive Ideen der Lernen

den aufgreifen
• mit den regulären mathematischen 

Konzepten verknüpfen
• und dabei das Verständnis der Kon

zepte und Formeln sichern.
Dies erfolgt möglichst nicht durch ei
nen klassischen roten Kasten, der nur 

Abb. 2: Argumente von Lernenden zum Datenvergleich in der Basketball-Aufgabe

Derek

Murad

Klara Zeynep

Selma 

Leon zu Spieler 1 zu Spieler 2 Ali zu Spieler 1 zu Spieler 2
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Abb. 3: Fokussierte Aktivierung in zweiter Erarbeiten-Aufgabe (mit drei Lernprodukten)Ab
b.
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Abb. 4: Aufgabe zum aktiven Ordnen der Bedeutung der Kenngrößen (mit einigen Lösungen)  
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Beim Vergleichen von Daten kann man unterschiedlich argumentieren.  
Die Argumente nutzen verschiedene Kenngrößen, diese werden in dieser  
Aufgabe eingeführt und systematisiert.  
 

a) Zwei Weitspringerinnen sind jeweils sieben Mal gesprungen.  
Die Trainerinnen argumentieren unterschiedlich, wer bessere Leistungen zeigt.  
Welches der drei Bilder A, B und C passt zu den vier Aussagen?  
Elif: Lisa hat den besten Sprung, 5,40 m!  
Mia: Lisas ist unberechenbarer, ihre Leistungen schwanken um 3,10 m. 
Vera: Beide sind durchschnittlich gleich gut, die Abweichungen gleichen sich aus. 
Ali: Aber der mittlere Wert, der ist bei Lisa besser, 4,12 m statt 4,03 m. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

b) Zwei Trainerinnen haben auch gerechnet, nicht nur ge-
zeichnet. Ordne zu: Zu wem gehört welche Rechnung? 
Erkläre, warum genau dieses Bild zum Argument passt.  

 
 
 
 
 
 

c) Auch bei anderen statistischen Daten muss man Daten vergleichen.  
Beim Argumentieren über den Vergleich nutzt man fünf Kenngrößen immer wieder.  
Welche Kenngröße gehört zu welchem Bild und zu welcher Rechnung aus Aufgabe 3?  
Erkläre, warum diese Kenngröße zu diesem Bild und dieser Rechnung passt. 
Maximum: der größte Wert 
Minimum: der kleinste Wert 
Spannweite: Abstand zwischen größtem und kleinstem Wert 
Zentralwert: Alle Werte der Größe nach sortieren und dann den mittleren Wert nehmen,  
bei dem genauso viele Werte darüber- wie darunterliegen. 
Durchschnitt: Alle Werte addieren und durch die Anzahl der Werte teilen.  
Oder: Ausgleichen, bis alle dasselbe haben. 
 
 

d) Welche der Kenngrößen kann man gut benutzen, wenn man über die Verlässlichkeit  
argumentieren will?  

 
 

Ab
b.
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Differenzierung auf den Punkt gebracht 

Aspekte der Heterogenität:
• individuelle Zugänge beim Umgang mit 

Daten und Größen

Methode:
• Gruppenarbeit

Praxistipp:
Die Offenheit der Erarbeitungsaufgabe 
ermöglicht im Sinne einer selbstdifferen-
zierenden Aufgabe verschiedene Zugangs-
weisen und Lösungsideen. Es ist wichtig, 
Raum und Zeit für kreative Ideen zu 
gewähren, dabei so zu moderieren, dass die 
kognitive Aktiverung erhalten bleibt.
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noch abzuschreiben ist, sondern – ge
mäß dem Prinzip der kognitiven Ak
tivierung – als aktives Ordnen (Predi
ger u. a. 2011). Die Aktivierung darf 
allerdings nicht wieder so offen sein, 
dass alle Lernenden andere Ergebnis
se produzieren, sondern soll zielori
entierter auf das zu konsolidierende 
Wissen führen. Dies geht am besten 
durch die Anregung von kognitiven 
Aktivitäten, die tatsächlich zur Kon
solidierung des Wissens führen (Swan 
2007):
• Darstellungen zuordnen (in allen 

Teilaufgaben von Abb. 4) und Ver
netzung der Darstellungen erklären 
(wie in Teilaufgabe 3b und c)

• Richtig/FalschBewertungen mit 
Begründung

• Beispiele und Gegenbeispiele ein
ordnen lassen.

Durch das Bereitstellen von auswähl
baren Lösungen wird nicht von allen 
Lernenden erwartet, die Lösung vor
her vollständig durchdrungen zu ha
ben. Vielmehr regt diese Auswahl be
sonders jene Lernende an, die noch 
nicht mit der Lösung vertraut waren. 
Gleichzeitig ermöglicht diese Heran
gehensweise im Vergleich zu offenen 
Aufgaben einen gezielteren kognitiven 
Prozess und fördert somit einen fokus
sierten Lernweg.

Gemeinsame Gespräche moderieren:  
Vorstrukturierung unterstützt    
Nach Bearbeitung der OrdnenAufga
be ist ein (durch die Lehrkraft angelei
tetes) gemeinsames  Gespräch wichtig, 
denn nicht alles erarbeiten sich die Ler
nenden erfolgreich selbst, z. B. tauch
ten oft Vermischungen von Durch
schnitt und Zentralwert auf, Bild A 
wurde z. B. als Durchschnitt interpre
tiert, während die Ausgleichsvorstel
lung in Bild B nicht von allen Lernen
den mit dem Durchschnitt verknüpft 
wurde. Diese Unvollständigkeiten las
sen sich jedoch anhand der vorstruktu
rierten Aufgabe transparenter und kla
rer besprechen als nach der ganz offe
nen ErarbeitungsAufgabe 1. 

Auch hier bei Gesprächen zum 
Ordnen sind die oben genannten Stra
tegien zum Erhalt der kognitiven Ak
tivierung hilfreich, um möglichst vie
le Lernende aktiv zu beteiligen und das 

Verständnis der regulären mathemati
schen Konzepte möglichst stabil durch 
Anknüpfung an die vorherigen intuiti
ven Ideen zu konsolidieren. 

In unseren Unterrichtserprobun
gen waren die Lernenden dadurch am 
Ende in der Lage, den Trainer mithilfe 
von mathematischen Argumenten ver
lässlich zu beraten.

Fazit: Zusammenspiel von Auf-
gaben, Methoden und Impulsen

Die Forschungserkenntnisse sind ein
deutig (Loibl u. a. 2017): Kognitiv ak
tivierende Erarbeitungen mit offenen 
Problemstellungen und einer Systema
tisierung durch explizite Anknüpfung 
an reguläre Konzepte erzeugen konso
lidierteres Wissen bei den Lernenden 
als Zugänge, die möglichst schnell zur 
ersten Aufgabenbewältigung führen. 
Das Prinzip der fokussierten kogniti
ven Aktivierung wurde für alle Phasen 
des Unterrichts als lernwirksam empi
risch nachgewiesen (Renkl 2015), fach
didaktisch realisiert durch das lernen
denorientierte Anknüpfen an intuitive 
Ideen. 

Notwendig sind dazu nicht nur gute 
erste Erarbeitungsaufgaben, sondern 
auch geeignete Methoden und Impul
se, die reichhaltige kognitive Aktivitä
ten aufrechterhalten, aber ein Lernen 
auf eigenen Wegen auch nicht miss
verstehen als Entzug jeglicher Anlei
tung oder gemeinsamer Besprechung. 
Wenn die richtige Balance zwischen ei
genständigem Denken und Zielorien
tierung gelingt, können Lernende sich 
als Mathematiktreibende erleben und 
Verständnis aufbauen.

Einladung zum Ausprobieren
Gerne können Sie das Unterrichts
material (Barzel/Prediger 2023) selbst 
in Ihrer Klasse erproben, wir freuen 
uns auch über EMails mit interessan
ten Lernendenbearbeitungen!

Unterrichtsmaterial
Barzel, S./Prediger, S. (2023): Wer ist  
besser? Daten mit mehreren Kenngrößen 
vergleichen. Unterrichtsmaterial für  
Klasse 5 – 10. DZLM. Open Educational 
Resources, 

http://quamath.dzlm.de/um/sek1/003 
Video aus Lesch Kosmos unter https://
www.zdf.de/wissen/leschs-kosmos/ 
lernen-fuer-die-zukunft-100.html  
ab Minute 22:38.
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 LERNGRUPPE:  8. – 13. Schuljahr

 IDEE:  Beim voraussetzungsreichen 
Thema der Sinusfunktion werden 
Verstehensgrundlagen der 
Trigonometrie sowie linearer und 
periodischer Funktionen gezielt 
aufgegriffen und es wird darüber 
explizit gesprochen 

 PRINZIPIEN:  Lernendenorientierung &  
Adaptivität, Kommunikations-
förderung

 VORWISSEN:   lineare und quadratische Funk-
tionen, geometrische Beziehun-
gen

 ARBEITSBLATT:  Erarbeiten der Sinusfunktion

 WEITERES MATERIAL: Impulsfragen und Verlaufsplan 
  dynamische Visualisierung

 ZEITBEDARF:  2 Unterrichtsstunden (90 min plus 
Übungszeit)

FLORIAN SCHACHT, FLORIAN BASTKOWSKI, PAUL TYRICHTER  

„Eigentlich wie eine Welle!“ 
Differenzierende Wege zur Sinusfunktion

Die Sinusfunktion ist eine bedeutsame 
mathematische Funktion, mit der sich 
periodische Vorgänge der Natur be
schreiben lassen und die in der mathe
matischen und physikalischen Praxis 
eine wichtige Rolle spielt. Für den Ma
thematikunterricht ist die Sinusfunk
tion ein lohnenswerter, allerdings auch 

sehr komplexer Lerngegenstand (He
fendehlHebeker, 2002). 

Die Sinusfunktion – schon der Be
griff verknüpft ein geometrisches Kon
zept (den Sinus) mit einem funktionalen 
Zusammenhang. Für Lernende ergeben 
sich hier häufig Herausforderungen: 
Periodische Vorgänge thematisieren sie 
im Zusammenhang mit der Sinusfunk
tion zum ersten Mal im Mathematik
unterricht, hierzu müssen dann sowohl 
trigonometrische als auch funktionale 
Verstehensgrundlagen herangezogen 
werden, um die trigonometrischen Be
ziehungen im Kontext funktionaler Ver
änderungsprozesse zu deuten (Abb.1). 

Den Unterricht planen

Annäherungen Lernender an  
die Sinusfunktion beobachten  
Im folgenden Ausschnitt diskutieren 
die Schülerinnen Lea und Mira über 
die RiesenradAufgabe in Abb.2. Bei 
der Aufgabe soll unter anderem der 
Graph der ZeitHöheFunktion herge
leitet und gezeichnet werden. 

Diese kurze Sequenz verdeutlicht das 
komplexe begriffliche Gefüge, in dem 
sich Lernende den neuen periodi
schen Vorgängen annähern. Wie vie
le Jugendliche nehmen sie zunächst 
an, dass der Zusammenhang linear ist. 
Dieses Phänomen wird als Illusion of Li-
nearity bezeichnet (De Bock u. a. 2007). 
Lea fragt direkt zu Beginn der Sequenz, 
ob es sich um einen Graphen handelt 
(damit meint sie einen linearen Zu
sammenhang) oder um einen Halb
kreis – Letzteres verstanden als Objekt 
einer geometrischen Domäne, der für 
sie kaum mit Funktionen verknüpft ist. 
Außerdem verdeutlicht das Transkript 
das Zusammenspiel von dynamischer 
Betrachtung (Grundvorstellung der Ko
variation) und statischer Betrachtung 
(Grundvorstellung der Zuordnung).

Sehr wohl bekannt ist ihnen hin
gegen der Umgang mit quadratischen 
Funktionen, daher wirft Mira ein, dass 
die Form des entstehenden Funktions
graphen die einer Parabel sei. Lea ent
wickelt den Gedanken mit Blick auf 
den periodischen Vorgang weiter und 
merkt an, dass es sich aufgrund der 
Drehung des Riesenrads um eine Welle 
handeln müsste. Solche periodischen 
Betrachtungen im Mathematikunter
richt sind den Lernenden in der Regel 
neu – und Lea merkt an, dass sie bei ei
ner Funktion „aber noch nie zwei Bögen“ 
gesehen habe – was Mira mit Blick auf Ic
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Lea: Ist das jetzt so ein Graph 
[deutet mit dem Bleistift eine  
proportionale Funktion an] oder 
ein Halbkreis? 

Mira: Eigentlich muss es ja eine 
Parabel sein.

Lea: Eigentlich muss es ja so eine  
Welle sein [zeigt mit dem Stift  
annähernd den Verlauf der 
Sinus funktion].

Mira: Es geht erst nach oben, 
dann ist es oben, dann nach 
ganz unten zum Boden und 
dann wieder nach oben.

Lea: Wir hatten aber noch nie 
zwei Bögen!

Mira: Wenn die Gondel weiterfah-
ren würde, wäre sie sogar noch 
mehrmals rauf und runter mit 
mehr Bögen.

Lea: Es wiederholt sich immer 
hoch und runter.

Mira: Es würde immer weiter so 
gehen [deutet mit der Hand  
einen Wellenverlauf an].
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den Kontext plausibel herleiten und so
gar fortsetzen kann: „Wenn die Gondel 
weiterfahren würde, wäre sie sogar noch 
mehrmals rauf und runter mit mehr Bö-
gen.“

Dieser kurze Ausschnitt zeigt ein 
typisches Zusammenspiel von Fakto
ren, die bedeutsam für den Lernpro
zess sind: 

Verstehensgrundlagen
Die Lernenden knüpfen in der obigen 
Szene an ihr Alltagswissen, ihr Vor
wissen zu linearen und quadratischen 
Funktionen sowie zu geometrischen 
Beziehungen an und müssen diese mit 
den Anforderungen des neuen Kon
textes in Beziehung setzen. Doch wel
che Verstehensgrundlagen sind für 
das Erlernen der Sinusfunktion beson
ders wichtig und sollten – entweder bei 
leistungsschwächeren oder gerade bei 
leistungsstärkeren Lernenden – noch 
einmal bewusst thematisiert werden? 

Sprache
Die beiden Lernenden kommunizie
ren sehr erfolgreich und entwickeln 
ihre Ideen gemeinsam weiter. Andere 
brauchen dafür mehr Unterstützung. 
Mit selbst gewählten Begriffen drü
cken Lea und Mira jeweils – in verdich
teter und durchaus kreativer Form –  
spezifische begriffliche Zusammen
hänge aus. „So ein Graph“ [begleitet 
mit Geste der Geradlinigkeit] meint bei 
ihnen eine proportionale Funk tion, 
Halbkreis bezieht sich auf den Verlauf 
der Gondel, Parabel knüpft an bekann
te Funktionen an und Welle deutet die 
Periodizität des betrachteten Vorgangs 
an. Wie geht man im Unterricht mit 
solchen Begriffen um, die die Lernen
den nutzen und die für das Verstehen 
des neuen Zusammenhangs von gro
ßer Bedeutung sind? 

Dieser Beitrag zeigt, auf welche Ver
stehensgrundlagen die Lernenden auf
bauen (müssen), um sich die Sinus
funktion zu erschließen, und welche 
Rolle gerade die Sprache dabei spielt. 
So werden einerseits Möglichkeiten be
reitgestellt, die Kommunikation zu för
dern, andererseits adaptiv an die jewei
ligen individuellen Lernvoraussetzun
gen anzuknüpfen. 

L4: Der Graph wird ge-
zeichnet

L3: Der Zuordnungs-
aspekt Zeit → Höhe wird 
expliziert

L2: Der Zuordnungsas-
pekt Zeit → Winkel wird 
expliziert

L1: Zuordnungs aspekte 
der Sinusfunktion am 
Kreis werden erkundet 
und beschrieben

„Verschiedene Zuordnungswerte der Gondel ergeben im 
Koordinatensystem einige Funktionswerte der Sinusfunk-
tion. Die einzelnen Punkte werden zum Graphen  
verbunden.“

„45° entsprechen 3 min. Daher befindet sich die Gon-
del nach 3 min auf einer Höhe von etwa 7 m über dem 
Fahrstuhl.“

„Nach 3 min hat sich die Gondel um 45° gedreht.  
Der Zusammenhang zwischen Zeit und Drehwinkel ist 
proportional.“

„Nach dem Einsteigen fährt die Gondel nach oben.  
Der Zeit wird die Höhe der Gondel zugeordnet.  
Nach 6 min ist die Gondel am höchsten Punkt.“ 

Abb. 1: Lernpfad zur Thematisierung der Sinusfunktion

Abb. 2: Riesenrad-Aufgabe zur Erarbeitung periodischer Vorgänge (vgl. Hußmann u. a., 2017)

Vom Riesenrad zur Sinusfunktion
Situation: 
Das Riesenrad dreht sich entgegen dem Uhrzeigersinn mit einer konstanten Geschwindigkeit. 
Man kann während der Fahrt in die Gondeln steigen und diese verlassen, ohne dass die Gon-
del dabei hält. Das Riesenrad benötigt für eine vollständige Umdrehung 24 Minuten.  
Zum Zeitpunkt 0 Min. steigt man in die eingezeichnete Gondel ein. 

Frage: 
Wie hoch ist die Gondel nach x Minuten? Zeichne diese Zuordnung in das Koordinatensystem. 

→  Tipp:  Markiere im Riesenrad verschiedene Stellen für die Gondel. Zu welchem Zeitpunkt 
 befindet sich die Gondel dort jeweils? Wie hoch ist sie? 

Lernstufen im Lernpfad Beispiel

L5: Besondere Eigen-
schaften des Graphen 
der Sinusfunktion wer-
den beschrieben

„Alle 12 min wird die x-Achse geschnitten. Dort sind 
auch die steilsten Stellen. Der Verlauf wiederholt sich 
nach einem Umlauf immer wieder. Die x-Achse kann die 
Einheit Grad oder Minuten haben.“

x
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Lernziele entlang des Lernpfads setzen  

Unterschiedliche funktionale Zusam-
menhänge verknüpfen 
Der in Abb. 1 dargestellte exemplari
sche Lernpfad greift eine unterrichtli
che Thematisierung im Sinne von fünf 
aufeinander aufbauenden Lernstufen 
auf. Auf der grundlegenden Lernstufe 
L1 geht es zunächst darum, die Sinus
funktion unter dem besonderen Fo
kus des Zuordnungsaspektes zu erkun
den. Auf der Grundlage einer Ausein
andersetzung mit dem proportionalen 

Zuordnungsaspekt Zeit → Winkel (L2) 
und der Zuordnung Zeit → Höhe (L3) 
kann der grobe Verlauf erschlossen 
und anschließend exakt gezeichnet 
werden (L4). Auf dieser Basis kann 
dann die Beschreibung der besonde
ren Eigenschaften vorgenommen wer
den (L5). 

Die Aufgabe in Abb. 2 adressiert mit 
der Gondelfahrt einen periodischen Zu
sammenhang, den sich die Lernenden 
im Rahmen der Unterrichtssequenz 
erschließen. In einem ersten Schritt 
soll dazu in einem Koordinatensystem 

eingezeichnet werden, auf welcher Hö
he sich die betrachtete Gondel jeweils 
zum Zeitpunkt t befindet (Zeit-Höhe-
Funktion). Wichtig ist hierbei, dass 
die xAchse als Horizontlinie gedeutet 
wird – das heißt, die negativen yWer
te stellen die orientierte Höhe der Gon
del in Abhängigkeit von der Einstiegs
höhe dar. Der periodische funktionale 
Zusammenhang führt aus mathema
tischer Sicht direkt zur Sinusfunktion 
(Abb. 3 links). 

Im Erarbeitungsprozess selbst 
spielt noch ein zweiter funktionaler 
Zusammenhang eine wichtige Rolle. 
In der Regel betrachten die Lernen
den zunächst markante Punkte, an de
nen sich die Gondel befindet: zu Be
ginn der Fahrt auf Höhe 0 m, nach ei
ner Vierteldrehung (entspricht 90°) 
und 6 min auf Höhe 10 m, nach einer 
halben Drehung (entspricht 180°) und 
12 min auf Höhe 0 m, nach einer Drei
vierteldrehung (entspricht 270°) und 
18 min auf Höhe –10 m usw. Im weite
ren Verlauf können die betrachteten 
Zeitpunkte dann zunehmend verfei
nert werden. 

Im Unterricht wird dieser funktio
nale Zusammenhang häufig nicht ex
plizit angesprochen, wenngleich er 

f(x) = 10 · sin  ( π ·   x
 ― 12  )  

Graph der Zeit-Höhe-Funktion
f(x) = 15x

Graph der Zeit-Winkel-Funktion 

Abb. 3: Periodischer (links) und proportionaler (rechts) funktionaler Zusammenhang im Kontext 
der Riesenrad-Aufgabe

MatheWelt: Alles Anteile oder was?  

Der Weg von Anteilen zur  
Exponentialfunktion
Lerngruppe: 9. – 10. Schuljahr

Gegen Ende der Mittelstufe zeigt 
unsere Rückschau auf die Zu-
sammenhänge verschiedener 
Themengebiete über die Schul-
jahre hinweg den Lernfortschritt 
und die roten Fäden. 
Die Lernenden erkennen dabei 
die gemeinsame Kernidee: „Mit 

einem Faktor kann man Dinge vergrößern bzw. verkleinern.“ 
Diese ist für das Verständnis von mehrjähriger Verzinsung 
(Zinsenszins) oder von Exponentialfunktionen grundlegend, 
da hier die Veränderung mehrfach hintereinander ausge-
führt wird. 
Der sukzessive Aufbau einer durchgängig genutzten Visu-
alisierung zunächst als Anteils- bzw. Bruchstreifen, später 
als Prozentstreifen und dann die Betrachtung wachsender 

Säulen bei der Exponentialfunktion soll Kohärenz stiften und 
verstehendes Lernen ermöglichen. 
Die Aufgaben in dieser MatheWelt vertiefen noch einmal die 
einzelnen Themenfelder, die hier zusammenkommen, und 
fördern damit den Blick für die Zusammenhänge.
Zunächst können die Lernenden anhand einer komplexeren 
Aufgabe aus Klasse 9/10 ihr Wissen einschätzen, und dann aus 
einem Aufgabenpool für sie passende bearbeiten. Diese the-
matisieren verschiedene Inhalte vergangener Schuljahren und 
tragen so zur Kompensation von Wissenslücken bei. Wichtig 
ist, individuelle Lernziele zu setzen; das geschieht im Selbst-
Check durch die Aufgaben A-E. Dann gilt es, die Lernenden 
basierend auf den Ergebnissen des Selbst-Checks adaptiv bei  
ihren Lernprozessen zu unterstützen und zu fördern. 
Die MatheWelt bietet Material, das sich an den Prinzipien der 
Verstehensorientierung, Durchgängigkeit und auch kogni-
tiven Aktivierung orientiert und dabei die Planungsaufgabe 
Lernziele setzen und Lernpfade konzipieren konkretisiert.

Viel Erfolg beim Einsatz im Unterricht!
Birte Pöhler, Lars Holzäpfel
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Differenzierung auf den Punkt gebracht 

Aspekte der Heterogenität:
• sprachliche Ausdrucksfähigkeit zwischen 

Alltags-, Bildungs- und Fachsprache

Methode:
• Darstellungswechsel erläutern lassen, 

Plenumsgespräche 

Praxistipp:
Lassen Sie Elemente der Veränderung 
beschreiben, einzelne Stellen verändern, und 
Grundvorstellung der Funktion verbalisieren. 

für das Verstehen und den Begriffsbil
dungsprozess von besonderer Bedeu
tung ist: Betrachtet wird oft zunächst 
die Zeit-Winkel-Funktion, die die Dre
hung angibt, die die Gondel zum ent
sprechenden Zeitpunkt zurückgelegt 
hat. Im Unterschied zur Zeit-Höhe-Funk-
tion ist die Zeit-Winkel-Funktion propor
tional, das heißt, der Winkel ändert sich 
proportional zur Zeit (s. Abb. 3 rechts). 

Im Umgang mit funktionalen Zu
sammenhängen ist die entscheidende 
Verstehensgrundlage, zunächst die zwei 
Größen zu explizieren (vgl. Lernstufen 
L2 und L3 in Abb. 1), die zueinander in 
Beziehung gesetzt werden (Zindel u. a. 
2018). Ohne eine Klärung der zwei be
teiligten Größen wird die Sinusfunktion 
nicht zu erarbeiten sein. Gibt es Lernen
de, die sich mit der Festlegung der zwei 
Größen als Verstehensgrundlage noch 
schwertun, so sollte man diese gezielt 
mit ihnen thematisieren. Dabei müssen 
zuerst die beiden voneinander abhän
gigen Größen identifiziert werden. Da
nach könnten einige zugehörige Werte 
in einer Tabelle aufgelistet werden. Zur 
Vertiefung könnten anschließend noch 
weiteren Darstellungsformen themati
siert werden.

Tab. 1 verdeutlicht bespielhaft Vari
anten, die Zeit-Winkel-Funktion im Un
terricht zu thematisieren. Dabei ist es 
hilfreich, die unterschiedlichen Dar
stellungsformen funktionaler Zusam
menhänge miteinander in Beziehung 
zu setzen. 

Die – exemplarische – Diskussion 
der Bedeutung der Größen und Dar
stellungsformen des proportionalen 
Zusammenhangs als Verstehensgrund
lage für die Erarbeitung der Sinusfunk
tion wirft nun die Frage auf, welche 
Verstehensgrundlagen Lernende darü
ber hinaus im Kontext der Betrachtung 
periodischer Vorgänge im Mathematik
unterricht benötigen bzw. worauf sie 
zurückgreifen (können). Abb. 4 zeigt ei
nige wichtige Grundlagen entlang der 
beiden Leitideen Raum und Form so
wie Strukturen und funktionaler Zu
sammenhang (vgl. KMK, 2022) im Sin
ne der Durchgängigkeit. Die entspre
chenden Leitideen und Inhalte sind als 
langfristig angelegte Lernpfade über 
die Unterrichtsreihen hinweg eng mit
einander vernetzt.

Geometrisch wird der Sinus als das 
Verhältnis der Länge der Gegenkathe
te zur Länge der Hypotenuse in einem 
rechtwinkligen Dreieck definiert. Dar
auf aufbauend findet die Trigonomet
rie wieder Verwendung bei der Bestim
mung des Winkels zwischen Vektoren, 
der Berechnung von Längen in Drei
ecken oder Flächeninhalten in Paral
lelogrammen sowie bei der Beschrei
bung von besonderen Kurven im Drei
dimensionalen (z. B. Helix). 

Auf der anderen Seite kann der Si
nus auch funktional betrachtet werden 
(vgl. etwa Wittmann 1987, Leuders/
Prediger, 2005). Dabei müssen die Tri
gonometrie im Dreieck und die Sinus
funktion nicht zwingend gleich zu Be
ginn im Unterricht verknüpft werden. 
Mit qualitativen Betrachtungen kön
nen Lernende auch ohne Vorkenntnis
se über trigonometrische Beziehungen 
im Dreieck den Verlauf des Graphen 
der Sinusfunktion zeichnen. 

Die in Klasse 6/7 thematisierten Zu
ordnungen zweier Größen werden hier 

noch einmal für einen Verstehensprozess 
explizit thematisiert. Die Abgrenzung 
des proportionalen Zusammenhangs von 
Zeit (in min) und Position der Gondel im 
Rad (in °) zu dem periodischen Zusam
menhang von Zeit (in min) und Höhe (in 
m) ist für viele ein relevantes Lernziel. 

Die Kovariation zwischen der 
vergangenen Zeit (in min) und der 

Wertetabelle

Alternative oder  
simultane Achsen-
beschriftung

Die Abszisse des Koordinatensystems kann sowohl in 
Minuten als auch Grad (oder simultan in beidem) be-
schriftet werden. So wird ein proportionaler Zusammen-
hang zwischen der Zeit und dem Drehwinkel erkennbar.

Im Kreis Zeiten und  
Winkel markieren 

Entsprechend der Position der  
Gondel auf dem Kreis können an  
ausgewählten Stellen die  
vergangenen Minuten notiert  
werden. So wird ein proportionaler  
Zusammenhang deutlich.

Funktionsgleichung 
explizit angeben

Anhand der Wertetabelle kann die Gleichung y = 15·x 
hergeleitet werden, wobei x die vergangenen Minuten 
und y den Drehwinkel in Grad darstellen. 

Funktionsgraphen 
zeichnen 

Mithilfe der Wertetabelle oder der Funktionsgleichung 
kann der proportionale Zusammenhang gemäß  
Abb. 3 rechts visualisiert werden.

Zeit in min 0 3 6 9 12 24

Winkel in ° 0 45 90 135 180 360

Tab. 1: Möglichkeiten der Problematisierung des proportionalen Zusammenhangs zwischen Zeit 
und Winkel als Verstehensgrundlage im Kontext der Sinusfunktion unter besonderer Berücksich-
tigung vielfältiger Darstellungen
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Gondelposition im Riesenrad (in °) kann 
tabellarisch, in Form einer Gleichung, im 
Rahmen eines Graphen im Koordina
tensystem, unmittelbar im Kreis oder 
sogar gemeinsam auf der Abszisse des 
Koordinatensystems dargestellt wer
den (s. Tab. 1). Um adaptiv mit hetero
genen Verstehensgrundlagen der Ler
nenden umzugehen, wird die Aufgabe 
zunächst offen differenzierend gestellt, 
sodass einige Lernende sie ohne weite
re Unterstützung bewältigen können. 
Andere erhalten je nach Verstehens
prozess adaptiv weitere Unterstützung 
durch vielfältige Darstellungen. 

Digitale Werkzeuge auswählen  
für differenzierende Zugänge       
Mithilfe einer dynamischen Visuali
sierung kann die Aufgabe im zeitli
chen Ablauf, interaktiv oder als kleiner 
Film, anschaulich dargestellt werden 
(s. Abb.  5). Eine dynamische Geomet
riesoftware (DGS) lässt sich, je nach Fo
kussetzung, in allen Stufen des Lern
pfads (s. Abb. 1) sinnvoll einsetzen.

Für den Einsatz einer DGS sind 
vor allem zwei Varianten denkbar. 
Die Übertragung der Höhen im Ein
heitskreis in ein Koordinatensystem 
(vgl. Lernstufe L4 in Abb. 1) gelingt 

leistungsstärkeren Lernenden, wie in 
unserem Beispiel Mira und Lea, selbst
ständig. Dynamische Visualisierungen 
könnten für Mira und Lea zur Vertie
fung des Verständnisses des funktiona
len Zusammenhangs zwischen der Zeit 
und der Höhe im Kreis verwendet wer
den, sodass die Visualisierung im An
schluss an eine intensive Auseinander
setzung mit der Thematik erfolgt, um 
bisherige Gedanken noch einmal zu re
flektieren und zu ordnen. 

Alternativ könnte eine DGS aber 
auch für leistungsschwächere Ler
nende zum Einstieg als „Black Box“ 

Leitidee  
Raum & Form

Besondere Kur-
ven (z. B. Helix)
Winkel zwischen 
Vektoren

Sinus im recht-
winkligen Dreieck

Ähnlichkeit 
Strahlensätze

Kongruenz

Klassifizieren von 
Dreiecken

Kreis und Winkel
Koordinaten-
system

Symmetrie
Zahlenstrahl

Leitidee Strukturen & Funktionaler Zusammenhang
Differenzial- und Integralrechnung  
(auch an trigonometrischen Funktionen)

Manipulation trigonometrischer Funktionen
Sinusfunktion

Quadratische  
Funktionen 

Lineare Funktionen
Qualitativer Umgang mit Graphen und  
Funktionen

Nutzung verschiedener Repräsentationen  
(u. a.  tabellarisch, algebraisch, graphisch, sprachlich)
(Proportionale) Zuordnungen 
 
 
 
 

Muster und Strukturen

Abb. 4: Verstehensgrundlagen im Kontext der Sinusfunktion 

Abb. 5: Sequenz einer dynamischen Visualisierung 

x → y
0 ↦ 0
1 ↦ 2
2 ↦ 4
3 ↦ 6

x ↦ 2x

π
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y f(x) = m · x + b
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verwendet werden, um erste Erkennt
nisse über den funktionalen Zusam
menhang zwischen der Zeit und der 
Höhe im Kreis zu sammeln (vgl. Lern
stufe L1 in Abb. 1) und Verstehens
schritte vorzuentlasten. In dem Zu
sammenhang ist es für die zugrun
de liegenden Verstehensprozesse und 
zur Differenzierung besonders wich
tig, dass man die Größen abmisst und 
überträgt, zum Beispiel an der Tafel 
oder auf Papier.

Sprache und Lernprozesse  
unterstützen und fördern     
So wie hier für das Beispiel der dynami
schen Visualisierung vorgestellt, kön
nen die Lernprozesse von schwächeren 
Lernenden oft durch stärkere Vorstruk
turierung der Aufgaben unterstützt 
werden. Dabei sollte allerdings das Un-
terstützen nicht nur zur richtig gelösten 
Aufgabe führen („Haben alle das Rich
tige im Heft stehen?“). Stattdessen dient 
es auch der Förderung der Lernprozes
se („Haben möglichst alle nun das Rich
tige im Kopf“?). Eine solche Förderung 
wird immer auch einzelne Lernende 
gezielt unterstützen, aber ihnen dabei 
das Denken nicht abnehmen. 

Der Unterschied zwischen Unter-
stützen (mit kurzfristigem Ziel der Auf
gabenbewältigung) und Fördern (mit 
Ziel des langfristigen Lernfortschritts) 
zeigt sich auch am Beispiel der sprach
lichen Lernvoraussetzungen und Lern
ziele: Nicht alle Lernenden können ihre 
Gedanken so klar artikulieren wie Lea 
und Mira, die zwar noch nicht über
all die formalbezogenen Fachbegriffe 
wie Hochpunkt, Tiefpunkt und Periode 
kennen, aber eine eigene bedeutungs
bezogene Denksprache heranziehen, 
um ihre intuitiven Ideen zu kommuni
zieren (vgl. Lernstufe L1 in Abb. 1).

Welche Denksprache relevant sein 
könnte, wird in Abb. 6 angedeutet. Eine 
reine Unterstützung der Denksprache 
für sprachlich schwächere Lernende 
könnte durch Formulierungshilfen an
geboten werden, doch ist stets die Ge
fahr, dass Lernende die Satzbausteine 
kurzfristig übernehmen, ohne sie lang
fristig in ihren Wortschatz aufzuneh
men (Prediger 2020). 

Eine Förderung der Denksprache 
braucht daher aktivere Aneig nungs  

pro zesse mit Verknüpfung zur eigenen 
Sprache. Lehrkräfte, die die Lernpro
zesse der Lernenden aufmerksam be
obachten, können etwa Satzbausteine 
mitschreiben (Abb. 6), die sie dann für 
alle in der Klasse thematisieren kön
nen: „Lea hat vorhin etwas Interessantes 
gesagt, sie hat zwischen ‚so einem Graph‘ 
[begleitet mit Geste der Linearität] und 
‚Halbkreis‘ unterschieden, was meinte Lea 
damit?“. So könnten andere Lernende 
antworten: „Der Graph ist nicht gera
de, sondern krumm“, „also Parabel“. 
Beide Ausdrucksweisen würden dann 
in einem KlassenSprachspeicher ge
sammelt. 

So könnte der Wortschatz der Ler
nenden gefördert, also sukzessive auf
gebaut werden, ausgehend von den 
mitgebrachten Satzbausteinen über ei
ne gemeinsame Denksprache hin zu 
den formalen Sprachmitteln.

Plenumsgespräche gestalten
Gerade in Plenumsgesprächen kommt 
es darauf an, etwa zugrunde liegen
de Vorstellungen in den Beiträgen der 
Lernenden explizit zu machen und 
gezielt zu thematisieren. Dies ist ins
besondere dann besonders wichtig, 
wenn fehlerhafte Vorstellungen geäu
ßert werden, z. B. dass der Graph der 
periodischen Funktion sich aus der 

Aneinanderreihung von Halbkreisen 
ergibt. Solche Beiträge bieten ein ho
hes Potenzial, das Begriffsnetz, in das 
die Sinusfunktion eingebettet ist, ge
nauer aufzufalten. Der beispielhaf
te Unterrichtsentwurf in Abb. 7 be
schreibt unterschiedliche Gesprächs
anlässe im Klassenverbund. 

Abb. 6: Typische Satzbausteine auf dem Weg zur Sinusfunktion  

Zeit-Winkel-Funktion Zeit-Höhe-Funktion

Position der Gondel
nach 6 Minuten ist die Gondel …

Grad und Minuten
ganz unten sind 18 min. 

bei 0° sind 0 min.
Zeit 

konstant
proportional

Winkel
Viertelkreis

Zusammenhang
Halbkreis

Achtelkreis
Zuordnung

es sieht so aus [Gesten]
wie eine Welle
höchster Punkt

Spiegelachse 
Welle
Bogen

Halbkreis
Umdrehung

immer so weiter
 wiederholen

Steigung
unendlich weiter

Parabel
mehrere Bögen 
tiefster Punkt

Zick-Zack Funktion
Periodizität
periodisch 

Material zum Download:

Abb. 7: Beispielhafter Unterrichtsverlauf 

Vom Riesenrad zur Sinusfunktion 
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Einstiegsimpuls 
 
 
 
Lena  

Peter 

Eva 

 

 

Mögliche Verlaufsplanung 
 

Phase Handlungsverlauf Zeit 

Einstieg • Impuls: Grafik Riesenrad, Sprechblasen von Beispiel-Lernenden 
• Überlegungen der Lernenden dazu im Diskurs sammeln (Meldekette) und  

gebündelt an Tafel festhalten (Hypothesen bilden) 
Antizipierte Lösung: „Ich denke, dass die Höhe sich konstant ändert, weil die Gondel 
ja eine konstante Geschwindigkeit hat.“  

10 

Arbeitsphase I Besprechen der Aufgabe (Arbeitsblatt) im Plenum 
Bearbeiten der Aufgabe (z. B. in Partnerarbeit) 
Hilfestellung/Differenzierung (Impulsfragen, Hilfekarten, Tipp auf dem AB) 

30 

Sicherung I 
 
 
 
 
 
Gelenkstelle 

Diskurs im Plenum; Ergebnisse erörtern. 
Mögliche Impulse:  
• „Beschreibt den Funktionsgraphen.“ 
• „Inwiefern beschreibt der Funktionsgraph den Kontext der Aufgabe?“ 
• „Was gibt es hier für Auffälligkeiten?“ 
• „Wie unterscheidet sich diese Funktion von bekannten Funktionen?“ 
Auflösen der Hypothesen 

15 

Verstehens-
grundlagen 

Qualitative Betrachtung des linearen Zusammenhangs der Zeit-Winkel-Funktion 
Bedeutung von Begriffen wie Graph – Halbkreis – Parabel – Welle klären 
Einführen von Fachbegriffen zur Beschreibung der Sinunsfunktion:  
• Sinusfunktion;  
• „sinus“ für lateinisch „Krümmung, Biegung, Rundung, Bogen“ 
• Periode / Periodenlänge / periodisch 
• Amplitude 

5 – 20  
je Bedarf 

Arbeitsphase II Die Lernenden erhalten Zugang zur digitalen Visualisierung der Aufgabe  
Arbeitsaufträge (Ergebnisse stichpunktartig notieren) 
• Vergleicht den dynamischen Vorgang mit euren Ergebnissen.  

Was ist gleich, was ist anders? 
• Verändert das Riesenrad, sodass es eine Höhe von 5 m hat.  

Wie verändert sich der Graph? (Nutzt zur Beschreibung die neuen Fachbegriffe.) 
• Verändert die Laufzeit des Riesenrads auf 12 min. pro Umdrehung.  

Wie verändert sich der Graph? 

20 

Sicherung II Diskurs im Plenum; Ergebnisse erörtern 10 

Didaktische  
Reserve 

Transferaufgaben (etwa „Halbkreis“-Funktion oder „Zick-Zack“-Funktion)  

 

Ich glaube, Leni hat trotzdem 
recht. Am Anfang gewinnt man 

doch recht schnell an Höhe.  
Dann ist man lange oben,  
bevor man wieder schnell  

an Höhe verliert. 

Mmh! Das kann ich mir nicht  
vorstellen. Die Gondeln fahren 

doch immer gleich schnell. 

Wenn ich mit dem Riesenrad 
fahre, kommt es mir immer so 
vor, dass man relativ schnell 

hoch- und runterfährt, aber oben 
bleibt man ziemlich lange. 

Vom Riesenrad zur Sinusfunktion 
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Wie verändert sich der Graph? (Nutzt zur Beschreibung die neuen Fachbegriffe.) 
• Verändert die Laufzeit des Riesenrads auf 12 min. pro Umdrehung.  

Wie verändert sich der Graph? 

20 

Sicherung II Diskurs im Plenum; Ergebnisse erörtern 10 

Didaktische  
Reserve 

Transferaufgaben (etwa „Halbkreis“-Funktion oder „Zick-Zack“-Funktion)  

 

Ich glaube, Leni hat trotzdem 
recht. Am Anfang gewinnt man 

doch recht schnell an Höhe.  
Dann ist man lange oben,  
bevor man wieder schnell  

an Höhe verliert. 

Mmh! Das kann ich mir nicht  
vorstellen. Die Gondeln fahren 

doch immer gleich schnell. 

Wenn ich mit dem Riesenrad 
fahre, kommt es mir immer so 
vor, dass man relativ schnell 

hoch- und runterfährt, aber oben 
bleibt man ziemlich lange. 
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Im Folgenden wird auf mögliche Mo
derationsansätze für die drei darin ein
geplanten Unterrichtsgespräche einge
gangen.

Das erste Plenumsgespräch findet 
während des Einstiegs statt. Die Lehr
kraft erläutert die Aufgabe und mo
deriert die Gesprächssituation. Da
bei wird die Aufgabensituation zu
nächst als Impuls gesetzt. Die Aufga
be der Lehrkraft besteht primär darin, 
die Aussagen und Ideen der Lernen
den zu bündeln und beispielsweise 
als Hypothesen an der Tafel zu fixie
ren (s. Abb. 8). Diese Aussagen werden 
nach der Erarbeitungsphase erneut be
leuchtet.

Das zweite Plenumsgespräch er
folgt in der ersten Systematisierungs
phase. Die Lernenden präsentieren ih
re Erkenntnisse aus der Erarbeitungs
phase und erörtern diese in Gruppen. 
Hier sollte die Lehrkraft ggf. zwischen
zeitlich moderierend eingreifen, um 
die wichtigsten Aspekte der Arbeits
phase in den Fokus des gemeinsamen 
Gesprächs zu rücken. Mögliche Impul
se könnten sein:
• „Beschreibt bitte den Funktions

graphen!“
• „Welche Auffälligkeiten (z. B. Sym

metrie, Periodizität) sind zu beob
achten?“

• „Wie unterscheidet sich diese  
Funktion von bereits bekannten 
Funktionen?“

• „Könnte man die xAchse auch mit 
einer anderen Einheit beschriften?“

• „Wie genau kann man den Graphen 
im negativen yAchsenbereich zeich
nen?“

Ziel dieser Gesprächsführung ist es, 
die anfangs aufgestellten Hypothesen 
mit den Lernenden noch einmal zu er
örtern und aufzulösen. In diese Phase 
gehört auch die oben bereits beschrie
bene Moderation, die Sprachmittel 
der Lernenden mit den zu lernenden 
Sprachmitteln verknüpft.

Das dritte Plenumsgespräch fin
det nach der zweiten Arbeitsphase, 
der Auseinandersetzung mit dem digi
talen Werkzeug, statt. Die Lernenden 
haben nun idealerweise die vorheri
gen Erkenntnisse vertieft, neue Fach
begriffe zur Beschreibung der funk
tionalen Zusammenhänge genutzt 

und die Auswirkungen von Änderun
gen der grundlegenden Parameter er
kannt. Die Lehrkraft moderiert die Ge
sprächssituation und gibt ggf. Impulse, 
um das Gespräch zu lenken, z. B.
• „Welchen Einfluss hat die Höhe des 

Riesenrads auf den Verlauf der Si
nuskurve?“

• „Welche Einfluss hat die Laufzeit des 
Riesenrades auf die Sinuskurve?“

• „Wieso kann der Graph keinen Zick
ZackVerlauf haben?“

• „Wieso verläuft der Graph nicht in 
Form eines Halbkreises?“

Eine Illusion? Linearität als  
Verstehensgrundlage sehen

Mit der Illusion of Linearity wird das 
Phänomen bezeichnet, dass Lernen
de selbst dort lineare Zusammenhänge 
unterstellen, wo diese mathematisch 
nicht passend sind.

Schaut man allerdings genauer auf 
Verstehensgrundlagen, so macht das 
Beispiel der Sinusfunktion deutlich, 
wie vernetzt mathematische Begriffe 
sind. Der Kontext der RiesenradAuf
gabe ist ein Beispiel für einen periodi
schen Zusammenhang, für den Linea
rität bzw. ein sicheres Gespür für pro
portionale Zusammenhänge durch
aus wichtig ist. Die ZeitHöheFunktion 
ist periodisch – aber die Zeit-Winkel-
Funktion als Verstehensgrundlage 
ist eine proportionale Funktion (vgl. 

Lernstufe L2 und L3 in Abb. 1). Eine  
Illusion also? Linearität spielt auf ein
mal dort eine wichtige Rolle, wo man 
sie nicht vermuten mag: beim Verste
hen der Sinusfunktion.
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 Hinweis: In diesem Beitrag/Werk wer-

den digitale Angebote von Drittanbietern 
erwähnt, die auf pädagogische Eignung 
geprüft wurden. Der Verlag kann die Recht-
mäßigkeit und Aktualität dieser Angebote 
nicht fortlaufend überprüfen. Es liegt in 
der Verantwortung der Lehrkraft, die gel-
tenden Bestimmungen in Bundesländern 
und Schulen zu beachten.

„Dass man im Riesenrad relativ lange oben bleibt, aber schnell wie-
der runterfährt, könnte etwas Psychisches sein, weil man etwa Angst 
vorm Runterfahren hat oder der Eindruck, den man oben hat, einem 
länger vorkommt.“

„Die Höhe ändert sich konstant, weil die Gondel ja eine konstante Ge-
schwindigkeit hat.“

„Für die ersten 12 Minuten könnten wir eine Parabel einzeichnen.“

„Die zweite Runde des Riesenrads muss genauso aussehen wie die erste 
auch.“

Abb. 8: Sammlung an der Tafel: Antizipierte Hypothesen der Lernenden

https://doi.org/10.1007/978-0-387-71164-5
https://doi.org/10.1007/978-0-387-71164-5
http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~prediger/veroeff/05-PM-H2-Funktionen-Einfuehrungsartikel.pdf
http://www.aulis.de/zeitschriften/math/
http://www.aulis.de/zeitschriften/math/
http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~prediger/veroeff/05-PM-H2-Titel-und-Inhalt.pdf
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 LERNGRUPPE:  5. – 13. Schuljahr

 IDEE:  Am Beispiel arithmetischer 
Basisfähigkeiten wird gezeigt, 
wie Lernende das Argumentie-
ren und Kommunizieren über 
die Schuljahre hinweg lernen 
und dabei kognitiv aktiviert 
werden 

 PRINZIPIEN: Durchgängigkeit, Kognitive   
  Aktivierung, Lernenden- 
  orientierung & Adaptivität

 VORKENNTNISSE:  Teilbarkeit/Teiler/Primzahlen 

 ZEITBEDARF:  2 Unterrichtsstunden (90 min)

LARS HOLZÄPFEL, ANDREAS RIEU, FLORIAN SCHACHT, MAYA ZASTROW, BIANCA FINK 

Vom Problemlösen zum  
Argumentieren 
Hinführen zu prozessbezogenen Kompetenzen 

„Ich will gar nicht wissen, warum das so 
ist. Ich will nur wissen, wie es geht, damit 
ich es ausrechnen kann und das Ergebnis 
habe!“ Solche vertrauten Sätze aus dem 
Schulalltag machen deutlich, wie we
nig Bedeutung die Lernenden dem Ver-
stehen von Mathematik beimessen. Da
bei kommt es gerade bei der Konzep
tion von kognitiv aktivierendem und 
kommunikationsförderndem Unter
richt darauf an, den Aufbau eines ver
tieften Verständnisses von Mathema
tik zu fördern, sich mit dem „Warum“ 

auseinanderzusetzen und nach Grün
den zu suchen, weshalb ein Verfahren, 
eine Regel oder eine Formel funktio
niert bzw. angewendet werden kann – 
oder auch nicht (vgl. u. a. Reiss 2002, 
Brunner 2014). 

So gibt es etwa bei der Aufgabe „Tei
ler der Zahl 10 000 finden“ (vgl. Holzäp
fel u. a. 2018, S. 51) eine Reihe von Mög
lichkeiten, sich mit dem „Warum“ aus
einanderzusetzen und Fragen zu stel
len. (Wichtig ist natürlich, dass diese 
Aufgaben auch eine Reichhaltigkeit an 
Bearbeitungsmöglichkeiten anbieten.)

Die reine Fokussierung auf das Ergeb
nis würde bei dieser Aufgabe gar nicht 
genügen, denn man wird hier zur ar
gumentativen Absicherung regelrecht 
aufgefordert – sonst würde man in Auf
gabenteil b) auch gar nicht sicher sagen 
können, ob man alle Teiler von 10 000 
überhaupt gefunden hat. 

Fachmathematisch basiert die Auf
gabe auf dem Fundamentalsatz der 
Arithmetik, nach dem die Primfak
torzerlegung einer Zahl eindeutig ist. 
Dies muss im Unterricht nicht ange
sprochen werden, kann jedoch für be
stimmte Klassen(stufen) einen Denk
moment darstellen bei der Frage, ob 
durch die kombinatorische Darstel
lung der Primfaktoren auch tatsäch
lich alle Teiler abgebildet werden.

Teiler der Zahl 10 000 finden
a) Bestimme die Primfaktor-

zerlegung von 10 000.
b) Wie viele Teiler hat die Zahl  

10 000?
c) Welche Zahl unter 10 000 hat 

die meisten Teiler?

Schrittweise Unterricht planen

 Argumentationsqualitäten als  
Lernausgangslage diagnostizieren   
Lernende finden in der Regel – meist 
in unsystematischer Weise – einige Tei
ler der Zahl 10 000 und geben sich dann 
recht schnell zufrieden mit der Aussa
ge „Ich bin fertig, mehr finde ich nicht“ 
oder „Ich habe alle“. 

Dies ist keine zufriedenstellende 
und dennoch typische Lösung. Hier 
müssen also Wege gefunden werden, 
wie die Lernenden darin unterstützt 
werden können, selbst Fragen zu stel
len, eine kritische Haltung gegenüber 
(vorläufigen oder auch falschen) Er
gebnissen zu entwickeln und ihre eige
nen Aussagen stärker abzusichern. Da
zu ist es zunächst erforderlich, sich ein 
Bild davon zu verschaffen, wo die Ler
nenden überhaupt stehen. 

An solch einer Stelle zeigt sich sehr 
schnell die Heterogenität einer Lern
gruppe – umso wichtiger ist es, ver
schiedene Ansatzpunkte zu identifizie
ren, an denen die Lernenden adaptiv 
unterstützt werden können (Friesen/ 
Holzäpfel/Leuders 2022). Entspre
chend müssen unterschiedliche Argu
mentationsqualitäten und damit ver
bunden unterschiedliche Ansprüche 
an die Starken und Schwachen formu
liert werden (Bardy/Holzäpfel/Leuders 
2021). 

Die Aufgabe, alle Teiler der Zahl 
10 000 zu finden, bietet einen großen 
Spielraum und ist auch insofern gut 
für den Einstieg in das Argumentie
ren geeignet, da sie inhaltlich nahezu 
voraussetzungsfrei ist und nur den Be
griff des Teilers, also der Vorstellung 
der restfreien Division der Ausgangs
zahl, durch eine weitere natürliche Ic

on
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Zahl benötigt – was einen Einsatz in al
len Klassenstufen jederzeit ermöglicht 
und einen Fokus auf das Argumentie
ren legt.

Wie die in Kasten 1 beschriebenen 
typischen Hürden verdeutlichen, kom
men vonseiten der Lernenden häufig 
kaum Argumentationsprozesse zustan
de. Wie dies unterstützt werden kann, 
wird nachfolgend diskutiert.

Lernziele setzen: Argumen-
tationsqualitäten bestimmen  
Ziel des Unterrichts ist es, die Lernen
den für das Begründen zu sensibili
sieren. Von sich aus bringen sie nicht 
unbedingt ein Begründungsbedürfnis 
mit – dazu gibt es zunächst auch kei
nen Anlass. Wir möchten jedoch ver
mitteln, dass das Begründen (bzw. 
das Beweisen, welches sich durch ei
ne gewisse formale Strenge vom Be
gründen abgrenzen lässt) die Mathe
matik als Disziplin ausmacht. Und da
bei geht es nicht primär darum, ande
re zu überzeugen, sondern vor allem 
die mathematischen Gegenstän
de besser zu durchdringen, zu ver
stehen und entlang ihrer logischen 
Struktur zu ordnen, d. h. neue Zusam
menhänge oder Sätze aus bekannten 

mathematischen Zusammenhängen 
herzuleiten.
 

Insofern steht beim Argumentieren 
insbesondere die soziale Interaktion 
im Vordergrund (Meyer/Prediger 2009). 

Argumentieren  
ist ein Begründungsprozess, bei 
dem verschiedene Gesprächs-
teilnehmende Argumente zu ma-
thematischen Zusammenhängen 
austauschen und rechtfertigen, 
um gemeinsam Begründungen 
für mathe matische Zusammen-
hänge zu entwickeln. 

Ferner kann – wie in Abb. 1 dargestellt –  
eine Abgrenzung zum Beweisen vorge
nommen werden (s. dazu auch Brun
ner 2014).

Was macht eine gute Argumentation 
aus?
Um Argumente zu analysieren, hat  der 
Philosoph Stephen Toulmin ein Argu
mentationsschema aus Information, 
Schlussregel mit Stützung und Schlussfol-
gerung entwickelt (Toulmin 1996, siehe 
auch Krummheuer 2003). Angewendet 
auf die Suche der Teiler von 10 000 wird 
dabei ausgehend von der Menge der 
Teiler von 100 (also der Teilermenge 
der Zahl 100) darauf geschlossen, dass 
diese Teilmenge (der Zahl 100), als Teil
menge in der Teilermenge von 10 000 
enthalten ist (vgl. Abb. 2). 

Diese Erkenntnis wird durch Re
geln und Sätze aus der Mathematik ge
stützt – hier zu Teilmengen und Tei
lermengen. Auch wenn das Toulmin
Schema zwei Begründungsstufen vor
sieht – nämlich Schlussregel („weil“) 
und Stützung („aufgrund“), ist für den 
Unterricht eine dieser beiden Stufen 
bzw. eine Zusammenfassung völlig 
ausreichend.

Solche zusammenhängenden Über
legungen und Gedankenschritte gilt es 
herauszuarbeiten und den Lernenden 
bewusst zu machen, dass und wie Aus
sagen oder Beobachtungen zusammen
hängen und begründet werden können. 
Ein Beispiel: „Wenn ich einen Teiler ge
funden habe, muss es dazu noch einen 
zweiten Teiler geben, weil ich ja die 
zweite Zahl finden muss, mit der man 
multipliziert, um 10 000 zu erhalten. 
Das heißt, wenn ich die 10 000 durch 5 
teile, erhalte ich die 2 000. Und die ist 
dann auch ein Teiler“ (vgl. Abb. 3).

Ic
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1 | Wissenswert: Typische Herausforderungen 
 reichhaltiger Aufgaben

Welche typischen Hürden können bei der Aufgabe „Teiler der Zahl 10 000 finden“ 
zu Beginn beobachtet werden?

• anzufangen fällt schwer: Mit welchen Teilern sollte man beginnen?

• unsystematisches Vorgehen: keine paarweise Aufzählung der Teiler (kommt oft 
erst in einem späteren Schritt) 

• vergessen/übersehen einzelner Teiler: nicht alle Teiler gefunden, zum Beispiel  
1 (als trivialer Teiler) vergessen

• fehlendes Begründungsbedürfnis: Sind es wirklich alle? Warum?

• Zusammenhang zwischen den Teilaufgaben (a) und (b) wird nicht erkannt (Zu-
sammenhang zwischen Primfaktorzerlegung und Anzahl der Teiler); nicht die 
Anzahl der Teiler wird betrachtet, sondern die Teiler selbst

• die Zahl 10 000 ist (zu) groß – eine Verkleinerung des Problems z. B. auf 100, 
um eine Idee für das Lösen zu entwickeln, wird nicht als Strategie erkannt

• fehlende Ideen für eine grafische Darstellung (z. B. schrittweises Zerlegen in 
Produkte in der Baumdarstellung) oder systematische tabellarische Auflistung

• Rechenfehler führen zu falschen Ergebnissen (und können Erkenntnisse behindern)

BeweisenArgumentieren

• Diskursivität (Kommunizieren)
• Nutzen eigensprachlicher Mittel
• Argumentieren durch Plausi-

bilität
• möglichst hohe Zugänglichkeit
• charakteristisch:  

großer Bedeutungsspielraum 

• formale Sprache
• hohe Akzeptanz innerhalb der 

Fachdisziplin
• Nutzen mathematischer  

Sprache und Symbole

Abb. 1: Abgrenzung der Begriffe Argumentieren und Beweisen.
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Dieser Gedankengang wäre ein Bei
spiel für eine Argumentation, die auf 
den Teilerbegriff und dessen Definiti
on zurückgreift. Allerdings wird hier 
deutlich, dass die Ansprüche natürlich 
auch entsprechend der Heterogenität 
der Lernenden bzw. der Klassenstufen 
skaliert werden müssen. 

Beim Bestimmen der Primfak
torzerlegung bedarf es einer eher 
einfachen Überlegung, wohingegen 
die Absicherung dafür, dass in Tei
laufgabe b) alle Teiler gefunden wur
den bzw. in Teilaufgabe c) diejeni
ge Zahl kleiner 10 000 mit den meis
ten Teilern ermittelt wurde, deutlich 
anspruchsvoller ist: Während z. B. 
wie oben bereits beschrieben für die 
Schwächeren die Argumentation für 
einen Komplementärteiler als ein 
Lernziel angesetzt werden kann, wä
re das (in der gleichen Klasse) für die 
Starken sicherlich zu wenig heraus
fordernd – hier sollte man in jedem 
Fall die Argumentation für das Fin-
den aller Teiler als Lernziel anvisieren 
(z. B. über die Kombination der Prim
faktoren).

Lernpfad konzipieren –  
beim Lernstand beginnen  
Eine Argumentations und Begrün
dungskultur kann nur sukzessive und 
über einen längeren Zeitraum hinweg 
aufgebaut werden und kommt idealer
weise als Leitkonzept in unterschied
lichen Ausprägungen in verschiede
nen Inhaltsbereichen zum Einsatz (vgl. 
mathematik lehren 218 Langfristiger 
Kompetenzaufbau). 

Es ist hilfreich, Lernpfade so zu 
konzipieren, dass die Lernenden die 
Möglichkeit erhalten, zunächst selbst 
erste Vermutungen zu formulieren, 
um diese dann unter Verwendung ma
thematischer Sachverhalte schlüssig 
zu begründen und anschließend in ar
gumentativer Auseinandersetzung im 
Klassenzimmer reflektieren bzw. va
lidieren. Ein solches strukturiertes Ge-
spräch über Mathematik führt dazu, ers
te eigene Gedanken auszudrücken, zu 
argumentieren und gleichzeitig die He
rangehensweisen anderer nachzuvoll
ziehen. Dieses Gespräch ist insbeson
dere zu Aufgabenteil a) (Primfaktorzer
legung) möglich. 

Bearbeitungswege

Aufgabenteil a): Es kann bereits 
bei der Suche nach den Primfakto
ren verschieden vorgegangen wer
den. Die Unterschiedlichkeit der He
rangehensweisen bietet einen ersten 

Argumentationsanlass: Ist die Rei
henfolge, wie man vorgeht, um auf 
die Primfaktor zerlegung zu gelan
gen, von Bedeutung? Oder anders ge
fragt: Kommt man immer zur sel
ben Primfaktorzerlegung? Warum ist 
das so? Die Lernprodukte in Abb. 4 Ic
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Abb. 2: Argumentationsschema nach Toulmin am Beispiel der Teileraufgabe (zwei Begründungs-Stufen) 

Abb. 3: Ansatz zum Finden der Teiler von 10 000 mit dazugehörigem Argumentationsschema nach 
Toulmin.

Abb. 4: Darstellung mit Hilfe von Zerlegungsbäumen  

Teilermenge von 100 ist  
T100 = {1; 2; 4; 5; 10; 20; 25; 

50;100}

Die Teilermenge von 100 ist  
als Teilmenge in der Teiler-

menge von 10 000 enthalten. 
Die Elemente von T100 sind 

Teiler von 10 000.

Wenn t Element von T100, dann ist t auch 
Element aller Vielfachen von 100 und somit 

auch Teiler von 10 000.

10 000 ist ein Vielfaches von 100

b |10000 weil 
10 000 : a = b

weil b · n = 10000 mit n ∈ N
(vgl. Teiler-Definition)

Aussage Schlussfolgerung

 Argumente

 

deswegen

weil

aufgrund 

a |10 000
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zeigen die unterschiedlichen Vorge
hensweisen. Allein aufgrund der bild
lichen Darstellung kann schon argu
mentiert werden: An den Enden ste
hen immer dieselben Zahlen in der
selben Vielfachheit. Daher spielt die 
Reihenfolge hier keine Rolle. Ebenso 
kann auch „rückwärts“ argumentiert 
werden: Betrachtet man das Produkt 
aller Primfaktoren und wendet das 

Kommutativgesetz an, zeigt sich, dass 
die Reihenfolge keine Rolle spielt. 

Aufgabenteil b): Die Abb. 5 zeigt ein 
typisches Vorgehen bei der Suche nach 
Teilern: Zunächst wird klein angefan
gen und probiert. Dabei fällt auf, dass 
nicht jeweils Paare notiert werden, die 
zusammenpassen, wie etwa 2 und 5 000 
bzw. 4 und 2 500. Die Komplementär
teiler werden erst später sukzessive 

erkannt und ergänzt. Beim Lernpro
dukt in Abb. 5 kommt der Lernende 
erst nach der Zahl 5 000 zu der Erkennt
nis, dass es zu den bereits gefundenen 
Teilern immer noch einen weiteren 
Teiler geben muss. Dieses intuitive Vor
gehen „von klein nach groß“ stößt spä
testens nach der 5 000 an Grenzen. Das 
ist die Stelle, an der erkannt wird, dass 
es zu den bereits gefundenen Teilern 
immer noch einen weiteren Teiler ge
ben muss. Mit dieser Erkenntnis kann 
nun systematisch weitergesucht wer
den. Ausgehend davon, dass die 2 als 
Teiler gefunden wurde und damit auch 
die 5 000, kann durch das Prinzip „ver
doppeln und halbieren“ auf die beiden 
Teiler 4 und 2 500 geschlossen werden. 

Diese Stelle eignet sich zum Argu
mentieren und kann mit der ganz ein
fachen Frage: „Warum funktioniert die
ses Vorgehen?“ und dem Zurückgrei
fen auf die Produktregel (z. B. 10 000 
= 2 · 5 000 = 2 · 2 · 5 000 : 2) hervorge
hoben werden. Auch eine geschick
te Nota tion hilft hierbei (vgl. Abb. 6). 
Analog können auch die Überlegungen 
zur Verschiebung der Zehnerpotenz 
genutzt werden: Hier wurde zunächst 
von der einfacheren Überlegung mit 
der Zahl 100 ausgegangen und dann 
auf die Zahl 10 000 übertragen (100 =  
10 · 10 = 2 · 5 · 2 · 5 → 10 000 = 100 · 100 =  
2 · 5 · 2 · 5 · 2 · 5 · 2 · 5). Solche Stel
len sollten genutzt werden, um von 
den Lernenden eine Begründung für 
ihr Vorgehen einzufordern: „Kannst 
du mir erklären, warum das funktio
niert?“ Mit diesen Ansätzen lassen sich 
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Abb. 5: Teiler der Zahl 10 000 suchen

Abb. 6: Nutzen geschickter Notationen für das Finden von Teilern

Abb. 7: Lösung mit Lücken

Abb. 8: Grafische Darstellung zur argumentativen Stützung des Ergebnisses
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sicherlich einige Teiler finden – aber 
auch alle? Wohl eher nicht. Dass es im
mer noch Lücken gibt, die leicht über
sehen werden können, zeigt etwa die 
Bearbeitung in Abb. 7. 

Am nachträglichen Auffüllen zeigt 
sich, dass es immer noch eine Stel
le gibt, an der etwas entdeckt wurde. 
Auch wenn zunächst von der verein
fachten Aufgabe mit der Zahl 100 aus
gegangen wurde, so fehlt hier doch ein 
systematisches Vorgehen, um auch 
alle Teiler von 10 000 zu finden. Die 
KomplementärteilerIdee ist sicher
lich sinnvoll und führt auch zu der Er
kenntnis, dass es eine ungerade Anzahl 
an Teilern geben muss, weil die 10 000 
eine Quadratzahl ist – auch das ist eine 
schöne Stelle, um zu argumentieren! 
Mit einer grafischen Darstellung (vgl.
Abb. 8) lässt sich das auch argumenta
tiv stützen.

Für die Unterrichtsplanung ist es 
hilfreich, sich genau zu überlegen, wie 
die Lernenden am Übergang von in
dividuellen und intuitiven Vorgehens
weisen zum strategischen Arbeiten un
terstützt werden können. Die hier dar
gelegten Überlegungen und grafischen 
Darstellungen können als Impulse ge
geben werden.

Lernprozesse fördern –  
Systematisierungsphasen nutzen  
Inhaltlich ist es sicherlich notwendig, 
einzelne Impulse so zu setzen, dass da
mit auch eine substanzielle Begrün
dung dafür erfolgen kann, wie man al-
le Teiler findet. Dazu ist eine systemati
sche Auflistung der Primfaktor-Kombi
nationen hilfreich. Da die Lernenden 
in der Regel von den Teilern ausge
hen und nicht von den Primfaktoren, 
könnte das so aussehen wie in Abb. 9. 
In der rechten Darstellung sind zeilen
weise immer die Komplementärteiler 
dargestellt. Dabei wurden die Primfak
toren, die in der linken Spalte „noch 
nicht verbraucht wurden“ in der rech
ten Spalte (zeilenweise) immer „aufge
füllt“. In der linken Bearbeitung sieht 
man alle Teiler systematisch durch die 
Potenzen der Primfaktoren dargestellt. 
Das Dokument rechts unten zeigt die 
Darstellung der Zahl 10 000 als Prim
faktorzerlegung, welche die Möglich
keit bietet alle Komplementärteiler 

durch Kombinationen der Primfakto
ren zu finden. Die systematische Auf
listung in Abb. 10 führt schließlich da
zu, alle Teiler zu identifizieren. Hier 
kann leicht erkannt werden, dass es  

5 × 5 = 25 Teiler gibt. Die Exponenten 
werden also „um eins erhöht“ und mit
einander multipliziert. Die „Erhöhung 
um eins“ kommt daher, dass auch 
„hoch null“ möglich ist.Ic
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Abb. 9: Systematische Auflistung der Teiler von 10 000  

Abb. 10: Finale systematische Auflistung nach den zwei Aspekten der Aufgabe
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Eine für die Schule sicherlich nicht 
vertraute Darstellung ist die des Hasse
Diagramms, weshalb dieses sicherlich 
durch die Lehrkraft angeregt werden 
müsste (vgl. Abb. 11). Hier könnte z. B. 
der Anfang ausgehend von der 1 in die 
beiden Richtungen „mal 2“ und „mal 5“ 
vorgegeben werden (oder es wird das 
komplette Diagramm gezeigt und die 
Lernenden können daran entdecken, 
wie hiermit die Teileranzahl bestimmt 
werden kann).

Schlussendlich sollte zur abschlie
ßenden Beantwortung der Frage nach 

der Anzahl der Teiler von 10 000 auf die 
beiden Teilaspekte der Aufgabe einge
gangen werden und dann kombinato
risch argumentiert werden: Da 10 000 
als 24 · 54 dargestellt werden kann, er
gibt sich die Menge aller Teiler durch 
die 25 Kombinationsmöglichkeiten der 
2er und 5er Potenzen ( jeweils 5 Mög
lichkeiten). Abb. 12 zeigt verschiedene 
visuelle Darstellungsmöglichkeiten für 
diesen Gedankengang.

Aufgabenteil c) (Welche Zahl unter 
10 000 hat die meisten Teiler?) kann nun 
mit dem Gedanken der Kombinatorik 

gelöst werden: Es kommt ja darauf an, 
möglichst viele Kombinationsmöglich
keiten zu generieren. Dabei kann ei
nerseits die Anzahl Primfaktoren, an
dererseits können die Exponenten er
höht werden. Hierzu zeigt Abb.  13, wie 
die Lernenden das ausprobieren – ge
rade durch Extremfälle wie „nur einen 
Faktor wählen“ wird deutlich, dass es 
eher wenige Teiler gibt. Werden hin
gegen mehrere Primfaktoren gewählt, 
gibt es mehr Teiler; allerdings wird 
dann die Zahl auch schnell zu groß – 
das kann nun ausgelotet werden, wie 
die Bearbeitung in Abb. 13 zeigt.

Verstehensförderliche Gespräche  
mit allen moderieren 
Eine große Herausforderung besteht 
darin, die Schülerinnen und Schü
ler untereinander zur Kommunikati
on anzuregen. Hierfür ist es sinnvoll, 
die Aufgabenbearbeitung nach dem 
ThinkPairSharePrinzip zu begin
nen, da nach der ThinkPhase in aller 
Regel unterschiedliche Teilergebnisse 
vorliegen, die dann für den Dialog in 
der Pair-Phase einen hohen Aufforde
rungscharakter haben. Für die Lehr
kraft ist diese Phase enorm wichtig, 
denn hier können die für den späte
ren Diskurs im Plenum wichtigen An
sätze der Lernenden identifiziert wer
den. Konkret heißt das, dass die ein
zelnen Ansätze der Lernenden be
obachtet werden und überlegt wird, 
welche sich eignen, um Diskussionen 
anzuregen (Holzäpfel 2023). Kriterien 
für die Auswahl einzelner Ansätze wä
ren u. a.: Ic

on
: ©

 D
ZL

M
 

Ab
b.

 1
1,

 1
2,

 1
3:

 ©
 D

ZL
M

 

Abb. 12: Visuelle Darstellung der Argumentation für den kombinatorischen Ansatz

Abb. 13: Suche nach einer Zahl mit möglichst vielen TeilernAbb. 11: Darstellung mit Hilfe eines Hasse-Diagramms
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• möglichst kontrastierende Ansät
ze wählen, die dann in Beziehung 
zueinander gesetzt werden können 
(z. B. verschiedene Vorgehenswei
sen bei der Primfaktorzerlegung)

• typische oder auch systematische 
Fehler finden, die in Kontrast mit 
richtigen Lösungen abgeglichen 
werden; Gründe für die Fehler kön
nen überlegt und diskutiert werden

• unvollständige Lösungen darbieten 
und nicht gleich die richtige und 
vollständige Lösung einbringen, 
(z. B. werden nur die Exponenten 1, 
2, 3 und 4 berücksichtigt und dabei 
die „hoch 0“ vergessen, hier könn
te gefragt werden, wie der Teiler 5 
dann dargestellt wäre)

• unklare, unvollständige oder auch 
falsche Äußerungen oder Behaup
tungen aufgreifen und durch ge
schicktes ReFormulieren pointie
ren bzw. verstärken (z. B. „Es muss 
doch immer eine gerade Anzahl an 
Teilern sein“).

Um die Lernenden in Diskurs zu brin
gen, bietet sich die Gesprächstechnik 
des „Revoicing“ an (O'Connor/Micha
els 1996; Forman u. a. 1998). Im Unter
schied zum „Lehrerecho“, bei dem die 
Lehrkraft Aussagen von Lernenden 
wiederholt, geht es beim „Revoicing“, 
bei dem die Lehrkraft oder Lernende 
die Aussagen der Lernenden in eige
nen Worten sinngemäß wiederholen, 
darum, …
• Gedankengänge von Lernenden 

(noch einmal) zu explizieren
• Aussagen durch Wiederholung zu 

verstärken
• eine Positionierung vorzunehmen: 

Lernende herauszufordern, sich zu 
ihrer eigenen Aussage zu äußern – 
d. h., etwas ablehnen oder bekräfti
gen zu lassen

• widersprüchliche Aussagen in Be
ziehung zu setzen, Unstimmigkei
ten hervorzuheben.

Um Diskurse im Klassenzimmer er
folgreich zu führen, können folgende 
Vorgehensweisen unterstützen: 
• Wahl geeigneter Medien (z. B. Pla

kate, Padlets, Tafel) zur Kommuni
kationsunterstützung, z. B. um Aus
sagen zu sammeln und zu struktu
rieren oder grafische Darstellun
gen sichtbar zu machen (z. B. die 

verschiedenen Baumdarstellungen 
bei der Primfaktorzerlegung oder 
das HasseDiagramm)

• Verwenden geeigneter Darstellun
gen (wie z. B. das HasseDiagramm 
oder die Baumdarstellung), um bes
ser über die relevanten Dinge (etwa 
Vernetzung der genutzten Darstel
lungen) sprechen zu können 

• sprachliche Unterstützung, um auch 
schwierige Überlegungen (präzise) 
ausdrücken zu können

• Lernstände identifizieren und (in
dividuell) passende Anforderungen 
stellen bzw. auch die Einbindung 
möglichst aller Lernenden: Dazu 
gehört auch, zueinander passende 
Ansätze aufeinander zu beziehen – 
d. h. zu wissen, welche Schülerin
nen und Schüler an diesen Stellen 
aufgerufen werden sollten

• unterschiedliche Lösungen bzw. 
Fehler nutzen und diese gezielt  
adressieren – mit dem Ziel, kogniti
ve Konflikte zu erzeugen bzw.  
aufzulösen

• immer wieder geeignete Fragen 
stellen wie z. B.  
„(Warum) Ist das so?“,  
„(Wie) Kannst du dir sicher sein?“, 
„(Wie) Kannst du das erklären?“.

Wesentlich ist es, den Dialog möglichst 
zwischen den Lernenden anzuregen. 
Hierzu ist es hilfreich, sich als Lehr
kraft mit inhaltlichen Äußerungen wei
testgehend zurückzuhalten und die 
Überlegungen und Fragen immer wie
der in die Klasse zurückzuspielen.

Insgesamt geht es bei der hier vorge
stellten Unterrichtsidee nicht so sehr da
rum, dass alle Lernenden die Aufgaben 
vollständig lösen, sondern vielmehr da
rum, das Argumentieren zu üben, also 
Gesprächs/Denkmomente zu identifi
zieren, die Argumentationsmöglichkei
ten darstellen, und die Lernenden dabei 
zu unterstützen, diese mit eigenen Argu
mentationen zu füllen.
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Differenzierung auf den Punkt gebracht 

Aspekte der Heterogenität:
• Argumentationsfähigkeit und struk-

turiertes Vorgehen beim Problemlösen

Methode:
• dialogorientierte Moderation

Praxistipp:
Planen Sie genügend Zeit für den Aus-
tausch und bringen Sie Lösungsbeispiele 
bei Bedarf gezielt in die Diskussion ein.
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 LERNGRUPPE:  ab 7. Schuljahr

 IDEE:  Unterricht und Prüfungen lassen 
sich konstruktiv verbinden, mit 
Durchgängigkeit und Verste-
hensorientierung als leitenden 
Prinzipien

 PRINZIPIEN:  Durchgängigkeit, Verstehens-
orientierung

 VORWISSEN:  Checklisten zur Prüfungsvorberei-
tung nutzen

 MATERIAL: Prüfungsaufgaben und  
  passende Checklisten

 ZEITBEDARF:  2 Unterrichtsstunden 

GILBERT GREEFRATH, BÄRBEL BARZEL, MAREIKE NAGEL

(Auf) Schriftliche  
Prüfungen vorbereiten 
… konstruktiv in allen Klassen bis zum Abschluss

Am Ende schulischer Bildungsab
schnitte stehen oft zentrale Prüfungen, 
wie die am Ende der 10. Klasse. Aufga
ben zum Lernen und Prüfungsaufga
ben haben oft unterschiedliche Eigen
schaften (s. Abb. 1). Im Idealfall sind 
schriftliche Prüfungen, zu denen so
wohl zentrale Abschlussprüfungen als 
auch Klassenarbeiten sowie Tests ge
hören, und Unterricht gut aufeinander 
abgestimmt. Klar formulierte Kompe
tenzen sind der Schlüssel für diese Ab
stimmung zwischen Unterricht und 

Leistungsüberprüfung im Sinne der 
Durchgängigkeit. Die Bildungsstan
dards sollen daher neben kompetenz
orientiertem Unterricht auch transpa
rente Anforderungen schaffen und so 
die Grundlage für die Überprüfung der 
erzielten Ergebnisse bieten. Die hier 
relevanten zentralen Prinzipien für 
den Unterricht sind Durchgängigkeit 
und Verstehensorientierung. 

Lernen und Prüfen  
aufeinander abstimmen

Oftmals funktioniert die Abstimmung 
zwischen Unterricht und Prüfungen 
nicht, wenn zum Beispiel die Lehrenden 
den Fokus primär auf den Lehrplanin
halt legen und die Prüfung lediglich als 

lästiges Anhängsel betrachten. Das mag 
zwar den Lernenden, die intrinsisch 
motiviert sind, gerecht werden, jedoch 
weniger jenen, die oberflächlich lernen 
und ihr Hauptaugenmerk auf das Beste
hen der Prüfung richten. 

Prüfungen und Unterricht beein
flussen sich jedoch gegenseitig. Daher 
gibt es Fallstricke, die man sich bewusst 
machen muss. Man spricht hier etwa 
von „Backwash-Effekt“ und „Teaching-
to-the-Test-Effekt“ (s. Kasten 1). 

Dies gilt sowohl kurzfristig für Tests 
als auch langfristig für schriftliche Prü
fungen bis zum Schulabschluss. Da
her wird im Kontext der konstruk
tiven Passung („construktive align
ment“ nach Biggs/Tang 2011) empfoh
len, größtmögliche Klarheit bezüglich 
der Lernziele zu schaffen und eine 

1 | Wissenswert: Fallstricke bei der Prüfung

Backwash
Der sogenannte Backwash-
Effekt beschreibt, wie Prü-
fungen einen rückwirken-
den Einfluss auf den Unterricht ausüben können. Kritisch ist dabei die häufige 
Fokussierung auf die Prüfungsinhalte. Dann neigen Lehrkräfte dazu, Testaufgaben 
unter den Bedingungen der Prüfung zu trainieren, ohne eine tiefergehende Reflexi-
on oder passende Erweiterung der Lerninhalte zu integrieren (s. Prodromou 1995).

Teaching-to-the-Test
Der Teaching-to-the-Test-Effekt beschreibt Mechanismen, bei denen der voran-
gehende Unterricht aufgrund eines anstehenden Tests verändert und angepasst 
wird. Dann werden Lehrinhalte und Methoden möglicherweise eher darauf aus-
gerichtet, die spezifischen Anforderungen des Tests zu erfüllen, anstatt ein brei-
teres Verständnis und tieferes Wissen bei den Lernenden zu fördern. Dies kann 
zu einer geringeren Motivation und zu einer begrenzten Lernerfahrung führen, 
die sich primär auf das Bestehen des Tests konzentriert, anstatt umfassendere 
Kompetenzen zu vermitteln (Oerke u. a. 2013).

Lehren und 
Lernen

Prüfung
Teaching-to-the-

Test-Effekt

Backwash-Effekt

Ic
on

s:
 ©

 D
ZL

M



Lizenz CC BY-NC-ND 4.0
(https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode.de)

37

SEK I/II | UNTERRICHT  

bestmögliche Abstimmung zwischen 
dem Lernprozess und der Leistungs
bewertung anzustreben (s. Abb. 2).

Durchgängigkeit

Betrachten wir zum Beispiel den Er
werb von Medienkompetenz als Lern
ziel und die Nutzung eines Compu
teralgebrasystems in der Prüfung, 
während beim Lernen im Unterricht 
lediglich ein Funktionenplotter genutzt 
wird. Hier stimmt die Passung von Un
terricht und Prüfungen nicht und das 
Lernziel einer umfassenden Medien
kompetenz wird so auch nicht erreicht. 

Umgekehrt ist aber eine vielfältige 
Nutzung von Medien zum Lehren und 
Lernen im Unterricht und eine stark 
eingeschränkte Nutzung in der Prü
fung, etwa um gleiche und gut kontrol
lierbare Bedingungen mit einem ein
fachen Taschenrechner herzustellen, 
auch nicht im Einklang mit einem kon
struktiven Alignment:  Unterricht und 
Prüfungen sind ebenfalls nicht aufei
nander abgestimmt. Auch so kann das 
Lernziel, Medienkompetenz zu erwer
ben, nicht vollständig erreicht werden. 

 Hier setzt das Prinzip der Durch
gängigkeit an und zielt darauf ab, lang
fristiges Lernen zu fördern. Dies ge
schieht, indem grundlegende Ideen, 
Inhalte und Aufgaben über verschie
dene Schulstufen hinweg wiederholt 
und vertieft behandelt werden. Im Sin
ne des konstruktiven Alignments sind 
dann die Lernziele, etwa der Erwerb 

allgemeiner Kompetenzen wie Medi
ennutzung oder Problemlösen, über 
Jahre hinweg leitend für Unterricht 
und Prüfungen als eine Einheit. 

Ebenso relevant ist hier die Verste
hensorientierung. So kann die Medien
nutzung zum Verständnis der mathe
matischen Inhalte beitragen und dies 
dann für Unterricht und Klassenarbei
ten gleichermaßen relevant sein. Dies 
wäre sogar sinnvoll, wenn die Medien in 
einer späteren Abschlussprüfung nicht 
mehr zugelassen wären. 

Von der Checkliste zum  
Erwartungshorizont 
Die Durchgängigkeit von Unterricht 
und Prüfungen zeigt sich exempla
risch, wenn die Checkliste zur Vorbe
reitung der Klassenarbeit im Unter
richt und der Erwartungshorizont der 
Klassenarbeit gut zusammenpassen.

Am Beispiel der PinguinAufga
ben (s. Abb. 3) wird deutlich, wie eine 
passende Checkliste gestaltet werden 
kann. Für die beiden Aufgaben könnte 
man beispielsweise angeben: 
• Ich kann mit den Termen zur  

Flächeninhalts und Umfangsbe
rechnung von Trapezen umgehen.

• Ich kann Überlegungen und 
Lösungs wege zu Flächeninhalts 
und Umfangsberechnungen von 
Trapezen verständlich darstellen 
und in Bezug auf den Sachkontext 
bewerten.

Die Lernenden können dann hierzu 
passende Übungsaufgaben, zum Bei
spiel aus dem Schulbuch, bearbeiten 

und auf einer Zielscheibe angeben, wie 
gut sie diese Kompetenz aus ihrer Sicht 
bereits verinnerlicht haben. 

Der passende Teil des Erwartungs
horizontes der Klassenarbeit würde 
dann hier anschließen:
• Aufgabe 3 a) Der Flächeninhalt der 

Rechtecke wird berechnet, 217,5; 
186; 246,5; 201.

• Aufgabe 3 b) Der Umfang der Trape
ze wird berechnet, 62,5; 56; 69; 61.

Die Lernenden können nach der Rück
gabe der Klassenarbeit den Erwar
tungshorizont praktisch direkt neben 
die Checkliste legen und schauen, wie 
sich ihre Selbsteinschätzungen vor 
der Klassenarbeit und ihre Ergebnis
se unterscheiden. Sie können so ihre 
Selbsteinschätzung – falls nötig – ver
bessern und erkennen, wie Unterricht 
und Prüfung miteinander verbunden 
sind. Für die Lehrkräfte wiederum ist 
dies eine gute Möglichkeit, Unterricht 
mit Checklisten zu optimieren und die 

Unterrichts-
situation

Lernsituationen Leistungssituationen

Funktionen der 
Aufgaben

Entdecken Systematisieren Üben Diagnose
Leistungs-
überprüfung

typische 
Eigenschaften/
Aufforderungen 

• offen 
• aktivierend
• zugänglich
• adressaten-

gerecht

• vergleichend
• systematisch 

darstellend

• flexibilisierend
• anwendend
• reflektierend 

• fordern aussa-
gekräftige  
Produkte 

• auf verschiede-
nen Niveaus  
lösbar

• fokussiert auf 
Teilkompeten-
zen

• Verfahren und 
Verstehen, z. B. 
durch Aufgaben 
im Kontext

• Begründungen 
und Beispiele 
fordern

• Umkehren der 
Frage

Abb. 1: Funktionen von Aufgaben (s. Leuders 2006)

Lernziele

Lehren und 
Lernen

Prüfungen

Abb. 2: Konstruktives Alignment: bestmög-
liche Abstimmung zwischen dem Lernpro-
zess und Prüfungen durch Transparenz der 
Lernziele
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erworbenen Kompetenzen in der Prü
fung passend abzubilden. Checklisten 
– rechtzeitig geplant – dienen als Ori
entierungshilfe für Lehrpersonen und 
zur Erstellung des Erwartungshori
zonts der passenden Prüfungsaufga
ben.

Interessant ist hier auch, wie ei
gentlich die Lernenden die Checkliste 

geschrieben hätten. Wichtig ist ja, 
dass diese Liste auch verständlich und 
gleichzeitig passend ist. Daher ist ge
legentlich ein Abgleich sinnvoll, wenn 
die Lernenden selbst an Checklisten 
arbeiten und diese untereinander ver
gleichen: Inwieweit sind sie umfas
send, korrekt und treffend formuliert 
und wo braucht es Unterstützung? 

 → Erstellt einen Eintrag für eure Check-
liste zur Vorbereitung der Klassenar-
beit zu diesen Aufgaben. Vergleicht  
eure Einträge untereinander und  
besprecht die Unterschiede.

Das Beispiel in Abb. 4 zeigt zwei Pro
dukte zu Checklisten. Es wird deutlich, 
wie unterschiedlich detailliert die Ler
nenden die Anforderungen wahrneh
men. Eine gemeinsame Diskussion 
über Anforderungen von Aufgaben ist 
also sinnvoll. Dabei ist es auch wich
tig, über die verwendeten Verben, die 
im Zusammenhang mit Arbeitsaufträ
gen auch Operatoren genannt werden, 
genau nachzudenken. Sie entscheiden 
stark über die erwartende Lösung, was 
etwa beim Abitur von besonderer Be
deutung ist (Barzel/Greefrath 2021).

Prüfungsergebnisse individuell nutzen
Die Nutzung von Prüfungsergebnis
sen für die einzelnen Lernenden ist 
ein wichtiger Bestandteil des Weiter
lernens. Sie sollte sich an folgenden 
Punkten orientieren, um auch durch
gängig nutzbar zu sein (Sundermann/
Selter 2006):

Stärkenorientiert: Fehler können 
und sollten als wertvolle Lernanläs
se betrachtet werden. Indem Schüle
rinnen und Schüler ermutigt werden, 
aus Fehlern zu lernen, fördert die Leis
tungsbeurteilung die Weiterentwick
lung ihrer Fähigkeiten und ihres Ver
ständnisses.

Differenziert: Individuelle Förder
hinweise sind von entscheidender Be
deutung, um auf die unterschiedli
chen Bedürfnisse der Schülerinnen 
und Schüler einzugehen. Die Beurtei
lung sollte daher auf eine Weise erfol
gen, die es ermöglicht, gezielte Unter
stützung anzubieten.

Transparent: Die Einbeziehung 
der Schülerinnen und Schüler in den 
Beurteilungsprozess schafft Transpa
renz und ermöglicht ihnen, ihre eige
nen Fortschritte zu verstehen und zu 
beeinflussen.

Informativ: Neben dem Ergebnis 
selbst sollten auch die Denkwege und 
Vorgehensweisen der Schülerinnen 
und Schüler berücksichtigt werden. 

Prozessbezogen: Die Beurtei
lung sollte sich nicht nur auf einfache 

Abb. 3: Klassenarbeitsaufgabe zu Flächeninhalt und Umfang

Aufgabe 3 Ein neues Pinguinbecken
Der Zoo Hannover plant ein neues Becken für die Pinguine. Hierfür stehen verschie-
dene Grundrisse zur Auswahl (Maße in m, Abbildungen nicht maßstabsgetreu). 

a. Die Tiere sollen möglichst viel Platz haben. Hilf der Zoowärterin und bestimme 
das größte Becken.

b. Vom Rand sollen möglichst viele Personen bei der Fütterung zuschauen können. 
Entscheide dich begründet für ein Becken. 
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Abb. 4: Ausschnitt aus der Checkliste für Lernende
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Differenzierung auf den Punkt gebracht 

Aspekte der Heterogenität:
• Sebstständiges Lernen,  

Metakognition zu Aufgabenformaten

Methode:
• Selbsteinschätzung mit Checklisten

Praxistipp:
Sie können auch Prüfungsaufgaben von 
Lernenden erfinden lassen, Analogien und 
Unterschiede von Aufgaben diskutieren.

Antworten beschränken, sondern auch 
die Entwicklung komplexer Kompeten
zen im Kontext des Lernprozesses be
rücksichtigen.

Umfassend: Die Beurteilung sollte 
nicht nur auf bestimmte Punkte fokus
sieren, sondern alle Aspekte der Leis
tung der Schülerinnen und Schüler 
einschließen. 

Ein Beispiel für eine individuelle, 
differenzierte und informative Rück
meldung zu einer Klassenarbeit mit 
Ansatzpunkten zur Fehleranalyse für 
Lernende zeigt Abb. 5.

Prüfungsergebnisse für den  
Unterricht nutzen
Durchgängigkeit kann man auch an
dersherum betrachten. So können bei
spielsweise die Ergebnisse von zentra
len Lernstandserhebungen wie VERA 8 
für den Unterricht genutzt werden, um 
Unterricht und Prüfungen aufeinan
der abzustimmen. VERA findet in Klas
se 8 und damit rechtzeitig vor der Ab
schlussprüfung statt, um Unterrichts
entwicklung zu ermöglichen. Die Er
gebnisse der VERATests können eine 
solide Grundlage für gezielte individu
elle Unterstützungsmaßnahmen bil
den. Lehrkräfte können auf Basis die
ser Ergebnisse passende Unterstüt
zung anbieten und den Unterricht ent
sprechend anpassen. Beispielsweise 
bietet VERAcheck (https://www.isqbb.
de/wordpress/veracheck/) erweiter
te Ergebnisrückmeldungen an, die mit 
passgenauen Fördermaterialien ver
knüpft sind. Lehrkräfte erhalten hier 
für jede Kompetenzstufe Materialien 
zur gezielten Förderung. In anderen 
Ländern gibt es Aufgabensammlun
gen, die nach Kategorien filterbar sind 
und für den Unterricht genutzt werden 
können (wie zum Beispiel https://www.
aufgabenbrowser.de). 

Zusätzlich können die Ergebnisse 
von VERA als Ausgangspunkt für die 
gemeinsame Entwicklung des Unter
richts im Kollegium dienen. Die Län
der bieten dazu sehr gut aufbereite
te Ergebnisse an (https://www.projekt
vera8.de). Lehrkräfte können sich als 
Team mit den Ergebnissen auseinan
dersetzen und zusammen Strategien 
zur Verbesserung des Unterrichts erar
beiten. 

Um VERA optimal zu nutzen, emp
fiehlt es sich, die Ergebnisse als Teil  
eines kontinuierlichen Entwicklungs
prozesses zu analysieren. Dabei kön
nen Lehrkräfte nach den Gründen für 
Stärken und Schwächen suchen, dar
aus die erforderlichen Maßnahmen ab
leiten und deren Wirksamkeit überprü
fen. Hierbei ist die Zusammenarbeit im 
Lehrkräfteteam, insbesondere in Fach
gruppen oder bei Fachkonferenzen, 
von entscheidender Bedeutung.

Verstehensorientierung 

Um konkret eine gute Passung zwi
schen Unterricht und Prüfungen zu 
erreichen, ist eine reflektierende Per
spektive der Lernenden auf Prüfungs
aufgaben erforderlich. Dann können 

nach der Klassenarbeit, die auch nicht 
am Ende der Unterrichtsreihe liegen 
muss, die Fehler konstruktiv zur indi
viduellen Aufarbeitung genutzt wer
den (Blomberg 2021). Diese Reflexion 

Abb. 5: : Individuelle Rückmeldung zu einer Klassenarbeit mit Ansatzpunkten zur Fehleranalyse

2 | Wissenswert: Prüfungsaufgaben erstellen

• Verändern Sie komplexe Aufgaben, indem Sie unnötige Komplexität  
reduzieren und sich auf die relevanten Aspekte konzentrieren.

• Gestalten Sie Aufgaben so, dass individuelle Herangehensweisen möglich  
sind und nicht nur eine einzige erwartete Lösung absehbar ist.

• Ermutigen Sie Lernenden zur Eigenständigkeit durch klare Anweisungen,  
z. B.: „Begründe in eigenen Worten …“

• Fordern Sie von den Schülerinnen und Schülern, ihr gewähltes Vorgehen  
zu reflektieren, indem Sie erklären, beschreiben oder begründen, wie sie  
vorgegangen sind – dies sollte individuell und nicht schematisch erfolgen.
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kann nur gelingen, wenn die Inhalte 
wirklich durchdrungen und verstan
den sind. 

Das Prinzip der Verstehensori
entierung besagt, dass Schülerinnen 
und Schüler mathematische Konzep
te, Strategien und Verfahren am bes
ten verstehen und beherrschen, wenn 
sie wirklich begreifen können, wor
um es geht. Das Verständnis wird bei
spielsweise aufgebaut, indem sie sich 
mit realen und sinnvollen Situationen 

beschäftigen, schrittweise zu komple
xeren Verfahren übergehen und ver
schiedene Arten von Darstellungen, 
wie Bilder, Worte, Tabellen oder Gra
fiken, miteinander verbinden. Dieses 
Prinzip kann leitend bei der Erstellung 
von Prüfungsaufgaben unter dem Ge
sichtspunkt der Diagnose und Verste
hensorientierung sein (s. Kasten 2).

Natürlich kann man noch viel mehr 
sinnvolle Kriterien für Prüfungsaufga
ben formulieren. Einige Beispiele: 

• Ein gelungener Kontextbezug in 
Prüfungen stellt sicher, dass die  
gestellten Aufgaben realitätsnah 
und relevant sind. 

• Offene Aufgabenstellungen tragen 
zur Qualität der Prüfungen bei,  
indem sie den Schülerinnen und 
Schülern Freiheit bei der Lösungs
findung lassen. 

• Durch Einbinden von Begründun
gen in den Prüfungsantworten wird 
auch das kritische Denken und die 

Beispielaufgabe zur Analyse

Flächeninhalte 
In einem Koordinatensystem ist die Strecke von A (0|0) nach B(8|0) gegeben und eine 
dazu parallele Gerade g durch die Punkte D [3|5) und C (7|5).
a. Berechne den Flächeninhalt des Vierecks ABCD. 
b. Erläutere mit Hilfe der Zeichnung, wie das Berechnen des Flächeninhalts eines  

Trapezes auf das Berechnen der Flächeninhalte von Rechtecken zurückgeführt  
werden kann. Begründe damit die Formel ATrapez =    1 ― 2    (a + c) · h für das Trapez mit  
den zueinander parallelen Seiten a und c.

c. Mit einer Geometrie-Software wird der Punkt D auf den Punkt C gezogen.  
Dadurch entsteht ein Dreieck. Berechne den Flächeninhalt des Dreiecks ABC. 

Anforderungen von zentralen Prüfungsaufgaben im Bereich Geometrie
Es ist wichtig, in Aufgaben zu erkennen, was man dazu können soll. Hier sind verschiede-
ne Anforderungen gegeben. Ordne passende Anforderungen den Teilaufgaben oben zu.

Strategien, die dir in zentralen Prüfungsaufgaben helfen können 
Bei einigen Teilaufgaben helfen dir bestimmte Strategien. Ordne auch diese den Teilaufgaben zu.

Längen 
 bestimmen

das Problem in eigenen 
Worten wiedergeben

eine Vermutung formu-
lieren und überprüfen

eine andere  
Darstellung suchen

Beispiele hinschrei-
ben und ordnen

eine grafische  
Darstellung nutzen

Hilfslinien 
einzeichnen

eine Skizze 
erstellen

ein ähnliches 
Problem nutzen

auf etwas Bekanntes 
zurückführen

Gegebenes und Ge-
suchtes aufschreiben

den Flächeninhalt 
berechnen

kontrollieren, ob ein 
Ergebnis plausibel ist

Flächen zerlegen 
und ergänzen

Winkel mit Sinus / 
Kosinus berechnen

Begründen mit 
 Variable und Bild

Lösungsweg 
 erläutern

eine Rechnung mit Variablen 
allgemein beschreiben

relevante Grö-
ßen ermitteln

Hilfslinien 
 einzeichnen

den Flächenin-
halt berechnen

Abb. 6: Beispielaufgabe, Anforderungen und Strategien in zentralen Prüfungen (nach Hußmann, S. u.a. 2017, S. 188).
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Fähigkeit zur Argumentation geför
dert.

Darüber hinaus muss man auch auf Be
arbeitungsumfang, Schwierigkeitsgrad 
und Wissensstufe aus dem Lehrplan 
achten. Und es gibt noch unzählige 
weitere Kriterien für gute Prüfungen. 

Verstehensorientierung ist aber 
nicht nur ein hilfreiches Prinzip für den 
Unterricht und die selbst erstellten Dia
gnose und Prüfungsaufgaben. Es kann 
auch für die Vorbereitung zentraler 
Tests und Prüfungen genutzt werden. 

Zentrale Prüfungen verstehensorien-
tiert vorbereiten
Auch zentrale Prüfungen können ver
stehensorientiert vorbereitet werden. 
Dabei ist es wichtig, nicht nur Aufga
ben zu bearbeiten, sondern eine reflek
tierende Perspektive einzunehmen. So 
wird Metakognition bewusst gefördert. 
Der Blick auf die zentralen Testaufga
ben kann sogar den Unterricht positiv 
beeinflussen, wenn etwa die Testaufga
ben durch die angesprochenen Kom
petenzen Anreize für Veränderungen 
der Unterrichtspraxis sind.

Hierzu ist im ersten Schritt eine 
Analyse der extern gegebenen Ziele an
hand der Beispielaufgaben und des Cur
riculums erforderlich. Dann können im 
zweiten Schritt geeignete metakognitive 
Strategien bereitgestellt und an konkre
ten Beispielen reflektiert geübt werden 
(vgl. Hußmann u. a. 2017, S. 186). 

Konkret kann dieser erste Schritt 
der Analyse für die Lernenden folgen
de Teilschritte beinhalten (vgl. Abb. 6):

1. Prüfungsaufgaben  
     anaylsieren
a) Bearbeite die Beispiel-

Prüfungs aufgabe. 
b) Vergleiche deine Lösung mit 

der Musterlösung (erst nach 
dem vollständigen Bearbeiten).

c) Es ist wichtig, in Aufgaben zu 
erkennen, was man da können 
soll. Ordne passende Anforde-
rungen den Teilaufgaben zu.

d) Bei einigen Teilaufgaben hel-
fen dir bestimmte Strategien. 
Ordne auch diese den Aufga-
ben zu.

Im zweiten Schritt sollten vorhande
ne Beispielaufgaben für die zentralen 
Prüfungen genutzt werden. Wenn es 
auch sinnvoll ist, die Aufgaben zu be
arbeiten und die Lösungen zu kontrol
lieren, sollten ein Augenmerk auf die 
Anforderungen und die Strategien ge
legt werden.

Kompetenzerwerb geschieht langfris
tig. Es ist also erforderlich, die Vorbe
reitung der zentralen Prüfungen ei
nige Schuljahre vorher zu beginnen 
und sowohl eine Tradition dieser Art 
Vorbereitung zu etablieren also auch 
eine entsprechende Haltung bei den 
Lernenden zu erreichen. Die Klas
senarbeiten können also in ähnlicher 
Weise wie die zentralen Prüfungen 
gestaltet sein, damit sich die Schüle
rinnen und Schüler daran gewöhnen 
können. 

Machen Sie Schülerinnen und 
Schülern die Kriterien und Leitlinien, 
die hinter Prüfungsaufgaben stecken, 
bewusst. Sie verhelfen den Schülerin
nen und Schülern zu einem Blick aus 
einer anderen Perspektive, eben me
takognitiv, auf Aufgaben und ihre ei
genen Lösungen zu schauen (Barzel/
Greefrath 2021). 

2. Selbstständig  
      vorbereiten
a) Besorge dir eine Sammlung 

von Prüfungsaufgaben, wie sie 
in deiner Abschlussprüfung zu 
erwarten sind. Deine Lehrerin 
oder dein Lehrer unterstützen 
dich dabei.

b) Bearbeite die Prüfungsaufgabe.
c) Vergleiche deine Lösung mit 

einer Musterlösung.
d) Schreibe nun die Anforderun-

gen auf, die die Aufgabe stellt.
e) Vergleicht untereinander eure 

Listen.
f) Bei einigen Teilaufgaben hel-

fen bestimmte Strategien. 
Schreibe auch die Strategien 
heraus. Vergleicht untereinan-
der eure Listen.

g)  Erstelle eine Checkliste, für 
welche Anforderungen du 
noch weiterüben willst. 
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MAGAZIN | DIGITALE MEDIEN

BÄRBEL BARZEL, GILBERT GREEFRATH, MAREIKE NAGEL, MAX HOFFMANN  

Digitalisierung als Chance für 
alle Prinzipien guten Unterrichts

Mathematische Kompetenzen digital 
zu fördern und digitale Kompetenzen 
mathematisch zu fördern – dies ist ei
ne Forderung der neuen Bildungsstan
dards (KMK 2022) mit Blick auf eine 
Bildung in der digitalen Welt. 

Gerade das Potenzial digitaler Me
dien für das fachliche Lernen wur
de in vielen Studien bestätigt (Hill
mayr  u. a. 2017). Eine sinnvoll gestal
tete Einbettung digitaler Medien bietet 

die Chance, allen fünf Prinzipien eines 
guten Unterrichts gerecht zu werden: 
Verstehensorientierung, Durchgängigkeit, 
kognitive Aktivierung, Lernendenorien-
tierung & Adaptivität und Kommunika-
tionsförderung. 

Die flächendeckende Nutzung di
gitaler Medien etabliert sich bislang 
nur zögerlich (Eickelmann u. a. 2018). 
Aber wie können wir Lehrkräfte stär
ken, digitale Medien sinnvoll einzuset
zen? Wir möchten hier die Bandbreite 
der Möglichkeiten an Beispielen ver
deutlichen, ihren Einsatz motivieren 
und Wege für einen guten Unterricht 
aufzeigen. 

Medien kennen, um sie  
gezielt auswählen zu können  

Die Bandbreite an Medien ist groß (vgl. 
Abb. 1, Barzel/Schreiber 2017, Gree
frath u. a. 2024). Es gibt allgemeine Me
dien wie Präsentationsmedien oder Vi
deo, die wie in jedem Unterricht auch 
in Mathematik eine wichtige Rolle 

spielen. Es gibt aber auch eine Fülle 
mathematikspezifischer Medien, die 
gezielt das Lernen und Anwenden von 
Mathematik unterstützen können. Da
bei lassen sich Medien danach unter
scheiden, ob sie sich im Sinne eines di
gitalen Mathematikwerkzeugs für viele 
Themen jahrgangsübergreifend eignen 
(z. B. Tabellenkalkulation, Funktionen
plotter, Geometriesoftware, Stochastik
tools) oder digitale Lernmedien dar
stellen, die sich auf bestimmte Lern
sequenzen beziehen. Beides ist für das 
Lernen von Mathematik sinnvoll. 

Eine durchgängige Werkzeugnut
zung von Lernenden führt zu einer gu
ten Vertrautheit in der Bedienung, was 
gerade für alltags oder berufsrelevan
te Werkzeuge (z. B. Tabellenkalkulati
on) bedeutsam ist. Und der selbstver
ständliche Umgang mit Werkzeugen 
eröffnet u. a. bei Modellierungs- und 
Problemlöseaufgaben neue heuristi
sche Möglichkeiten, Ansätze und Lö
sungen zu finden. 

Digitale Lernumgebungen bieten 
im Unterschied dazu passgenaue, ge
führte Aufgaben und gleichzeitig Mög
lichkeiten zum Visualisieren und Ex
perimentieren. Die Grenzen zwischen 
Werkzeugen, Lernmedien und Lern
umgebungen sind fließend, da sich mit 
digitalen Werkzeugen (z. B. GeoGebra 
oder Excel) auch ganze Lernumgebun
gen gestalten lassen und andersherum 
in Lernumgebungen gezielt digitaler 
Werkzeuge integriert werden können.

Die Fülle der digitalen Medien von 
allgemeinen bis mathematikspezifi
schen bzw. von Werkzeugen bis Lern
medien (s. Abb.1) bietet eine Chance, 
alle fünf Prinzipien für qualitätsvollen 
Mathematikunterricht im LehrLern
Prozess medial zu unterstützen (vgl. 
Tab. 1). Dies wird bereits in den Bil
dungsstandards für das Abitur (KMK 
2012) deutlich. Hier ist der Forschungs
stand zum sinnvollen Einsatz überzeu
gend zusammengefasst: Das Potenzial Abb. 1: Überblick über digitale Medien

Digitale Medien

Digitale Lernmedien
allgemeine digitale Lernmedien
Wiki, Videos, digitales Schul-
buch, Escape-Room, Virtual  
Reality, Augmented Reality ... 

Digitale Werkzeuge
allgemeine digitale Werkzeuge
z. B. Internet-Browser, Textver-
arbeitungsprogramme,  
3D-Druck, KI-Sprachmodell ...

Mathematikspezifische 
 digitale Lernmedien 
(z. B. interaktive Lernumge-
bung zur Bruchrechnung, 
Erklärvideo zum Satz des 
Pythagoras, Escape-Room 
Gleichungen ...)

Digitale Mathematikwerk-
zeuge 
z. B. Tabellenkalkulation,  
dynamische Geometriesys-
tem, Computeralgebrasys-
tem ...  
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digitaler Mathematikwerkzeuge entfal
tet sich im Mathematikunterricht
• „beim Entdecken mathematischer Zu

sammenhänge, insbesondere durch 
interaktive Erkundungen beim Mo
dellieren und Problemlösen,

• durch Verständnisförderung für  
mathematische Zusammenhänge,  
nicht zuletzt mittels vielfältiger 
(auch dynamischer) Darstellungs
möglichkeiten,

• mit der Reduktion schematischer 
Abläufe und der Verarbeitung  
größerer Datenmengen,

• durch die Unterstützung indivi
dueller Präferenzen und Zugänge 
beim Bearbeiten von Aufgaben ein
schließlich der reflektierten Nut
zung von Kontrollmöglichkeiten.

Einer durchgängigen Verwendung di
gitaler Mathematikwerkzeuge im Un
terricht folgt dann auch deren Einsatz 
in der Prüfung.“ (KMK 2012, S. 12f.) Die 
Prinzipien Verstehensorientierung, Ko-
gnitive Aktivierung und Lernendenori-
entierung klingen deutlich im ersten, 
zweiten und letzten Aspekt an. Durch-
gängigkeit bezogen auf die Nutzung in 
Unterricht und Prüfung wird im Nach
satz explizit benannt. Kommunikations-
förderung ist mit Blick auf jegliche In
teraktionen durch und mit digitalen 
Medien integrativ zu denken. 

Die Übersicht in Tab. 1 fasst zu
sammen, bei welchen unterrichtlichen 
Handlungen und Zielen digitale Medi
en konkret unterstützen können. 

Lernsequenz „Sinus hören“: 
Parameter erkunden 

Das Beispiel der digitalen Lernsequenz 
„Sinus hören“ (https://www.geogeb
ra.org/m/gquzahqg) für die Oberstufe 
zeigt, wie durch digitale Medien Unter
richtsqualität im Sinne der fünf Prinzi
pien gesteigert werden kann. Im Kon
text von Tönen wird hier die Bedeu
tung der Parameter der Sinusfunktion 
in der Form f(x) = a · sin(bx + c) + d er
kundet und systematisiert. Die Lern
sequenz ist für das eigenständige Ler
nen in Partner oder Gruppenarbeit als 
GeoGebraBook konzipiert und enthält 
• Einstieg: Sinus und Töne
• Ein kleines Tonlabor
• Exkurs: Dreiklänge und Überlage

rung
• SinusTransformationen am  

Graphen erkennen

Beim Einstieg in die Lernumgebung 
geht es um eine niedrigschwellige 
„Einstimmung“ in das Thema, bei der 
an eventuelle Vorkenntnisse aus der 
Sekundarstufe I angeknüpft wird, oh
ne dass diese hier notwendig sind. Da
her ist der Start eine gezielte Aufgabe 
mit vorgegebenem Graphen und Schie
beregler (s. Abb. 2, linke Seite). Zusätz
lich zum Sichtbaren hört man den dar
gestellten Ton, der sich durch Bewe
gung der Schieberegler verändert. Es 
gilt, die Bedeutung der Schieberegler 
herauszufinden und „sprechende Na
men“ (wie Lautstärke, Frequenz) zu 

geben. Das „Tonlabor“ ist ein Funktio
nenplotter verknüpft mit Akustik. Hier 
muss man selbst eine Funktionsglei
chung mit Schieberegler eingeben, um 
hörbare Töne zu erzeugen (s. Abb. 2, 
rechte Seite).

Verstehensorientierung 

Ein mathematisches Konzept oder 
ein Verfahren zu verstehen, umfasst 
verschiedene Facetten (vgl. Prediger 
u. a. 2011), um souverän damit arbei
ten zu können. Zum Verstehen eines 

Verstehensorientierung & digitalen Medien

• Realkontexte leichter erfassen durch digitale Vermittlung (z. B. Mathe- 
Synthesizer, Video ...) 

• Darstellungen bewusst vernetzen beim Lernen und Anwenden, durch leichte  
Verfügbarkeit interaktiver Darstellungen (z. B. Töne, AR, VR) 

• Zusammenhänge entdecken durch dynamische Visualisierungen 
• Muster und Strukturen entdecken an Beispielen, die das Medium generiert.  
• Selbstkontrolle und -reflexion durchführen durch direkte digitale Fehlermeldung, 

z. B. bei Gleichungen

Kognitive Aktivierung & digitalen Medien

• Fokussieren auf anspruchsvolle Denkhandlungen (z. B. des Entdeckens oder  
des produktiven Übens) durch die Auslagerung von Prozeduren an digitale Medien 

• Vermutungen von Zusammenhängen überprüfen durch Nutzung von interaktiven 
dynamischen Visualisierungen (z. B. in Geometrie oder Algebra) 

• Operationen schrittweise erfassen (Algorithmen) und kontrollieren durch die  
Eingabe in Tabellenkalkulation

Durchgängigkeit & digitalen Medien

• Darstellungsvernetzungen als selbstverständlichen Schritt vollziehen durch  
langfristig verfügbare digitalen Mathematikwerkzeuge in Schülerhand 

• Bedeutung von Variablen bei verschiedenen algebraischen Handlungen betonen 
durch bewusste Bezugnahme zu den Eingabemodi (z. B. in TK Zellen beim  
Erstellen einer Formel nutzen, in CAS bewusste Angabe der Variable („ , x“) bei 
Gleichungen, Ableitungen, Integralen)  

• Regelmäßiger Umgang mit Realdaten durch leichte Verfügbarkeit 
• Bedienungselemente von digitalen Mathematikwerkzeugen für das mathemati-

sche Lernen nutzen und sukzessive erweitern

Lernenden-Orientierung & digitalen Medien

• Schüler:innen im Denken besser verstehen und individuell fördern durch  
Tools des formativen Assessments 

• verschiedene Zugänge und Darstellungsweisen bei offenen Aufgaben  
unterstützen durch bewussten Rückgriff auf digitalen Mathematikwerkzeuge

Kommunikationsförderung & digitale Medien

• Interaktionen über mathematische Zusammenhänge anregen durch  
gemeinsames Betrachten von Bildschirmen

• Interaktionen in Distanz führen durch Kommunikationsmedien 

Tab. 1: Mögliches Potenzial der digitalen Medien zur Realisierung der fünf Prinzipien in den  
verschiedenen Unterrichtsphasen 
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mathematischen Konzepts oder Ver
fahrens gehört,
• um Bedeutung(en) und Sinn ei

nes Konzeptes oder Verfahrens zu 
wissen, über die entsprechenden 
Grundvorstellungen zu verfügen 
und die relevanten Darstellungen 
zu kennen,

• operativ damit umgehen zu kön
nen, z. B. einen Begriff oder einen 
Algorithmus am Beispiel konkreti
sieren oder abgrenzen zu können, 

• relevante Fachbegriffe und Regeln 
zu kennen und richtig anwenden zu 
können.

Im Beispiel „Sinus hören“ ermöglicht 
das digitale Medium in besonderer 
Weise eine Darstellungsvernetzung, um 
die mathematischen Zusammenhänge 
zwischen Graph, Term und Kontext zu 
erkunden. Besonders wertvoll ist das 
Einbeziehen des Akustischen, da sehr 
leicht eine weitere Darstellungsebene 
(akustische Sinneswahrnehmung) er
öffnet wird, um die wichtige Bedeu
tung der Sinusfunktion in der realen 
Welt der Akustik direkt zu erleben. 

Sowohl in der GeoGebraLernum
gebung „Sinus hören“ als auch in der 
noch näher am realen Kontext eines 
Mischpults entwickelten digitalen Ex
perimentierumgebung „Mathe-Syn
thesizer“ (vgl. Abb. 3) werden Verände
rungen stets dynamisch und interak
tiv in verschiedenen Repräsentationen 
vernetzt und es können verschiede
ne Klänge „zusammengebaut“ wer
den, was eine Vielfalt an natürlicher 

Differenzierung und Themenerweite
rung ermöglicht. 

Grundvorstellungsaufbau mit  
digitalen Medien
Digitale Medien bieten vielfältige An
lässe, um den Aufbau von Grundvor
stellungen zu unterstützen. Alleine 
durch die interaktiv vernetzten, stati
schen wie dynamischen Darstellungen 
können etwa die Grundvorstellungen 
einer Funktion pointiert werden: der 
Zuordnungsaspekt mit Blick auf die Ta
belle und einzelne Werte bzw. im Kon
text der Sinusfunktion das Hören ein
zelner Töne, der Kovariationsaspekt 
durch das Dynamisieren von Tabelle 
und Graph, dem Verändern der Töne 
und der Objektaspekt mit Blick auf das 
Markante des Graphen oder den Term 
oder beides im Wechselspiel. 

Auch durch gewisse Eingabemodi 
können Grundvorstellungen bewusst 
gemacht werden. So muss bei Compu
teralgebra immer wieder explizit an
gegeben werden, nach welcher Varia
blen man eine Gleichung löst, eine Ab
leitung oder ein Integral bildet. Das 
Medium erzwingt damit eine Denk
handlung, die immanent wichtig für 
das Verstehen ist – hier von Variab
len. Das Bewusstmachen des Eingabe
schritts schärft den Blick auf die un
terschiedlichen Grundvorstellungen 
von Variablen, z. B. hier von Parame
tern (als allgemeine Zahl) und Funkti
onsvariablen (als Veränderliche). Die
sen Trumpf kann man auch bei der 

Nutzung von Tabellenkalkulation zie
hen: Man beginnt in einer Zelle mit ei
nem einzelnen Wert, der aber zur all
gemeinen Zahl oder auch zur Verän
derlichen werden kann durch Kopie
ren und analoge Verwendung in vielen 
Zeilen; beim Nutzen der Zelle für eine 
Formel wird diese Zelle zur Variablen. 

Auch Prozeduren und Operationen 
müssen verstanden werden, um ope
rativ damit umgehen zu können. Un
bestritten: Es besteht die Gefahr, ge
rade prozedurale Fertigkeiten zu ver
lernen, wenn sie zu oft an ein digitales 
Medium ausgelagert werden und kein 
anderer Umgang mit ihnen angeregt 
wird. Dies wird nicht erst seit Einfüh
ren des Taschenrechners diskutiert. 
Klar ist aber auch, dass Aufgabenkas
kaden und Apps zum Üben, die allein 
dieses Abarbeiten von Prozeduren for
dern, infrage gestellt werden. Das Po
sitive daran: Der Einsatz digitaler Me
dien ermöglicht uns, den Blick auf das 
Verstehen der Prozeduren zu richten 
und dazu anregende Aufgabenformate 
zu wählen, z. B. solche zum produkti
ven sinnvollen Üben.

Ziel sollte sein, durch geeignete 
Aufgaben das Verstehen der inneren 
Strukturen und Abläufe bei Verfahren 
zu durchdringen, zum Beispiel durch 
Umkehraufgaben der Art „Nenne drei 
Beispiele linearer Gleichungen mit 
der Lösung x = 3“. Hier können digita
le Medien (wie Computeralgebra oder 
entsprechende Apps wie Photomath) 
durch unmittelbare Selbstkontrolle 

Beschreibe, welchen Einfluss die 
Schieberegler auf a) das Aussehen des 
Funktionsgraphen, b) den gehörten 
Ton haben. Finde darauf aufbauend 
sinnvolle Namen für die Beschriftung 
der beiden Schieberegler.

Erstelle ein eigenes kleines „Tonlabor“, bei dem du die Amplitude und die Frequenz 
durch je einen Schieberegler ändern kannst. Beachte dabei folgende Tipps: 
• Die „ton“-Funktion ist allgemein von der Form ton(x) = a·sin(b·2·π·x). Überlege, wie 

a und b sinnvollerweise mit der Frequenz und der Amplitude zusammenhängen. 
• Recherchiere für die Einstellung des Schiebereglers den Frequenzbereich der  

Töne eines Klaviers. 

Abb. 2.: In der Lernsequenz „Sinus hören“ von Max Hoffmann (https://www.geogebra.org/m/mf3uxwqg) gibt es Arbeitsaufträge, bei denen GeoGeb-
ra als digitales Medium (linke Seite) und als digitales Mathematikwerkzeug fungiert (rechte Seite).
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sinnvoll individuell unterstützen. Auch 
helfen solche Medien, algebraische 
Prozeduren schrittweise durchzufüh
ren bzw. nachzuvollziehen und durch 
direkte Fehlerrückmeldung selbst kon
trollieren zu können. 

Kognitive Aktivierung 

Kognitive Aktivierung ist ein wichti
ges Kriterium bei der Auswahl digita
ler Medien und der Unterrichtsgestal
tung mit ihnen. Dies betrifft alle Pha
sen des Unterrichts vom Erarbeiten 
über das Systematisieren bis hin zum 
Üben. Wenn das Üben reines Kalkül 
bleibt, könnte das Denken im Lernpro
zess banalisiert werden. Auch Erklär
videos, die das Erklären auf eine Ab
folge von Schritten „Wie es geht ...“ be
schränken, reduzieren aufs Banale, da 
keine intensive Auseinandersetzung 
mit den Inhalten und kein nachhalti
ges Lernen generiert werden. 

Wenn digitale Mathematikwerk
zeuge wie Computeralgebra, Tabellen
kalkulation oder Stochastiktools prä
sent sind, zwingt der Einsatz der digita
len Medien zur kognitiven Aktivierung, 
da tiefere Denkhandlungen als nur pu
res Kalkültraining beim Üben von pro
zeduralen Fertigkeiten notwendig wer
den. 

Durch den Einsatz digitaler Medi
en wird kognitive Aktivierung ange
regt, da Entdecken und Erkunden von 
Mustern und Strukturen durch das Ge
nerieren vielfältiger Beispiele in ver
schiedenen Darstellungen eine neue 
Aufgabenqualität liefert, die in allen 
drei Unterrichtsphasen relevant wer
den kann. 

Die Impulse und Aufgaben zu digi
talen Werkzeugen bzw. in digitalen Me
dien sollten dem Anspruch der kogniti
ven Aktivierung folgen, d. h., die inten
dierten Denkhandlungen sollten nicht 
nur auf dem untersten Anspruchs
niveau des Reproduzierens liegen. 

Sinus hören
Betrachten wir dies an der Lernse
quenz „Sinus hören“: Bereits beim Ein
stieg geht es um ein leicht zugängli
ches Erkunden (Abb. 2 links), welche 
Bedeutung die beiden Schieberegler 
im Musikkontext haben. Auch wenn 
dies auf einfacher Ebene geschieht, 
werden doch kleine Erkundungszyk
len von Vermuten – Überprüfen – ggf. 

Korrigieren angeregt und es wird nach 
kreativen Namen gefragt. 

Im „Tonlabor“ (Abb. 2 rechts) ver
schiebt sich der Fokus aufs Innerma
thematische und man muss selbst ei
ne variable Graphik mit Schieberegler 
erzeugen. Hier muss zunächst der vor
gegebene Term richtig erfasst und ein
gegeben werden, wobei auch hier klei
ne Erkundungszyklen mit Verifizieren 
und Falsifizieren stattfinden können, 
die sich auch auf die technische Bedie
nung des Systems beziehen. Beim Er
zeugen der Schieberegler ist der direk
te Bezug zum Klang der Töne gefragt, 
man muss gedanklich vergleichen und 
abgleichen, um einen klanglich rele
vanten Bereich für die Schieberegler zu 
finden. Und stets wird implizit ein Re
den und Erklären des Gesehenen und 
Gehörten ausgelöst.  

Im differenzierenden Exkurs zu 
„Dreiklängen und Überlagerung“ (vgl. 
Abb. 4, oben), und auch in der Auswei
tung auf alle Graphen zu 

f(x) = a ∙ sin(bx + c) + d 
bei der vierten und letzten Aufga
be (Abb. 4, unten), geht es um das Er
kunden noch komplexerer Muster und 
Strukturen in Term, Graphik und Hö
ren, so dass die bereits genannten kog
nitiven Tätigkeiten eines experimentel
len Problemlösens im Zusammenspiel 
mit einem Dokumentieren als Bündeln 
der Erkenntnisse angeregt werden. 

Durchgängigkeit 

Digitale Mathematikwerkzeuge kön
nen langfristig über viele Jahrgänge ge
nutzt werden. Im Idealfall ist die Be
dienung so gut vertieft, dass man sich 
das System wirklich zu eigen gemacht 
hat. Dabei können Hürden, die zu
nächst nur technisch erscheinen, gut 
fürs fachliche Lernen genutzt werden. 
Eine Schülerlösung wie „Hier passt be
stimmt die Fenstereinstellung zu den 
Sinus-Funktionen nicht – das ken
nen wir doch schon von den quadra
tischen Funktionen, da war der Bild
schirm auch ab und zu leer.“  lässt sich 
mit dem Verweis auf die Unendlich
keit von Graphen, von der wir nur ei
nen kleinen Ausschnitt sehen, inhalt
lich unterlegen.

Dieses Wechselspiel von Bedie
nung und inhaltlichem Lernen bieten 
alle digitalen Mathematikwerkzeuge 
und bei wiederholter Nutzung entste
hen viele „rote digitale Fäden“ durch 
die Jahrgänge hinweg – neben den 
wachsenden Nutzungskompetenzen. 
Funktionenplotter wie im Beispiel 
„Sinus hören“ können für alle Funk
tionsarten ab Klasse 7 einen ähnli
chen Experimentierraum bieten, ob 
arrangiert in einer digitalen Lernum
gebung oder durch Arbeitsaufträge 
auf Papier. Tabellenkalkulation lässt 
sich sogar noch früher zum Erkunden 

Der Mathe-Synthesizer
Nicolas Regel (TU Dresden) hat den akustischen Realbezug mit seinem „Mathe-
Synthesizer“ realitätsnah aufbereitet (vgl. https://fr-vlg.de/mathe-synthesizer).  
Dabei werden die verschiedenen Repräsentationen der Sinusfunktion im Layout 
eines virtuellen Mischpultes dargestellt, die mit virtuellen „Ka-
beln“ vernetzt werden. So entsteht ein authentischer Experimen-
tierraum, der neben dem Unter suchen der mathematischen und 
akustischen Zusammenhänge die reale Bedeutung der Mathema-
tik „am Mischpult“ erleben lässt. 

Quelle: https://tu-dresden.de/mn/math/analysis/didaktik/die-professur/mathe-synthesizer

Abb. 3: Darstellungen wählen und Entdeckungen am Mathe-Synthesizer machen zur Parameter-
bedeutung bei Sinusfunktionen 
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von Zahlen oder auch Erfassen leich
ter Algorithmen verwenden, wie die 
neuen Beispielaufgaben zu den wei
terentwickelten Bildungsstandards 
zeigen (https://frvlg.de/bistama
the). Hier finden sich für Klasse 5/6 

das Erstellen einer Bruchrechenma
schine als produktive Übungsaufga
be zum Bruchrechnen und für Klas
se 7/8 gehaltvolle Lernumgebungen 
zu Größen (im Kontext Erstellen ei
ner Rechnung im Malerbetrieb), zu 

Zinsrechnung und zu stochastischen 
Fragen (z. B. Simulation). 

Die Tabellenkalkulation eröffnet 
dabei Durchgängigkeit nicht nur zeit
lich in ähnlichen Inhaltsbereichen, 
sondern über die verschiedenen ma
thematischen Leitideen hinweg. Das 
digitale Medium fungiert hier als Trä
ger des Anknüpfens und Fortsetzens 
nicht nur von Bedienungskompetenz, 
sondern oft verwoben mit inhaltlicher 
Kompetenz. Bei der Tabellenkalkulati
on ist dies die oben bereits beschriebe
ne Schrittigkeit vom „Einzelwert in ei
ner Zelle“ über „Variabler Wert in die
ser Zelle durch Kopieren“ bis hin zum 
Nutzen dieser Zelle als Variable und 
Teil eines Terms. Diese Überlegung ist 
ganz im Sinne Newtons: „Algebra als 
verallgemeinerte Arithmetik“. Auch 
für die anderen digitalen Mathematik
werkzeuge lässt sich Ähnliches konkre
tisieren, zum Beispiel wenn ein Schie
beregler als „externalisierte Variable“ 
wie im Sinusbeispiel fungiert. 

Bezogen auf die Nutzung allgemei
ner Medien im Mathematikunterricht 
(z. B. Videos) sollte Durchgängigkeit 
nicht nur als tradiertes Element auf der 
Oberflächenstruktur („schöne Metho
de“) realisiert werden, sondern stets 
der Bezug zur Tiefenebene, dem Ma
thematiklernen, wahrgenommen und 
transparent gemacht werden. So erfor
dert das Erstellen eines Videos als Form 
der Präsentation von Gruppenarbeit 
neben Kreativität zur ansprechenden 
Gestaltung Klarheit und Verständlich
keit beim Verbalisieren der Ergebnisse, 
eine gute Zusammenfassung des Pro
zesses und vor allem mit Blick auf den 
inhaltlichen Kern eine gute Strukturie
rung und Korrektheit. Wenn solche Kri
terien durchgängig klar werden und an 
den Bezug zum Lernen von Mathema
tik immer wieder erinnert wird, kann 
sich Tiefe nachhaltig entwickeln. 

Lernenden-Orientierung &  
Adaptivität 

Digitale Medien, die gezielt die Lernen
denorientierung in den Blick nehmen, 
sind sogenannte Audience Response Sys-
teme (z. B. Plickers, Kahoot, Mentimeter 
...), die im Unterrichtsprozess schnell 
und effizient Abfragen ermöglichen, 
etwa als Antworten zu SingleChoice 
oder MultipleChoiceFragen oder auch 
als Freitextantworten. Sind die Fragen 

Exkurs: Dreiklänge und Überlagerung
Spielt man mehrere Töne gleichzeitig, ergeben sich überlagerte Schwingungen. 
Im nachfolgenden Applet ist eine Funktion dargestellt, die einen Dreiklang be-
schreibt. Dabei wurden Töne entsprechend folgender Frequenztabelle verwendet:

Nutze GeoGebra um herauszufinden um welchen Dreiklang es sich handelt. 
 Recherchiere den Namen des Akkords.

Üben und Vertiefen: Sinus-Transformationen am Graphen erkennen
Am Kontext der Töne hast du bereits zwei wichtige Transformationen der Sinus-
Funktion kennengelernt: 1. Die horizontale Streckung → Frequenzänderung.  
2. Die vertikale Streckung/Stauchung → Amplituden-/Lautstärkeänderung.  
Aus der Unterstufe kennst Du bereits, dass Funktionen außerdem in x-Richtung 
und y-Richtung verschoben werden können. Im folgenden Applet kommt nun alles 
zusammen. Kannst du dem Graphen ansehen, was passiert ist?

Die Lernenden erkunden erst frei das Applet und reflektieren in einem zweiten 
Durchlauf hilfreiche Entscheidungsstrategien.

Abb. 4: Auszüge aus dem zweiter Teil der Lernsequenz „Sinus hören“ mit differenzierendem 
Exkurs (oben) und Abschluss (unten).
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so gestellt, dass sie typische Fehlvor
stellungen oder Verstehenshürden in
tegrieren, können solche Abfragen ei
nen schnellen Überblick geben, ob das 
Aktuelle verstanden wurde. 

Es gibt viele gezielte Angebote im 
Internet, die damit werben, Lernende 
gut und adaptiv zu unterstützen. Hier 
ist jedoch Vorsicht geboten, denn gera
de hinter „adaptiv“ verbirgt sich oft der 
alleinige Fokus auf prozedurale Fertig
keiten und Schüler:innen erhalten al
lenfalls eine Korrektheitsprüfung nach 
richtig / falsch oder sehr allgemeine 
Tipps, die bei Fehlvorstellungen dann 
oft nicht den Kern treffen (Thurm/Gra
ewert 2022). Wirklich adaptive Medi
en würden die individuellen Kompe
tenzen der Lernenden berücksichtigen 
und gezielt passende und damit kogni
tiv aktivierende Materialien für den je
weiligen Lernstand bieten.

Es gibt auch Angebote für die Hand 
der Lehrkraft, die deutlich gezielter 
Lernenden individuell helfen können 
und der Lehrkraft gleichzeitig einen 
tieferen Einblick in das Denken der 
Schüler:innen ermöglichen (vgl. etwa 
https://smart.dzlm.de/). Neben diesen 
für Diagnose und Förderung ausgerich
teten Medien, bieten aber auch digita
le Mathematikwerkzeuge das Potenzi
al zur Lernendenorientierung. Anne 
Fuglestad (2006) fand im Vergleich von 
sechs Klassen eines 9. Jahrgangs her
aus, dass Schüler:innen bei Extrem
wertaufgaben wie „zu gegebener Zaun
länge eine größtmögliche Rechteckflä
che an der Scheunenwand abtrennen“ 
bewusst dasjenige Werkzeug auswäh
len, das am besten zu ihrem Zugang 
passt: Mit einem Geometrieprogramm, 
wenn man mit einer Grafik beginnen 
will; mit Funktionenplotter, wenn man 
den Term direkt sieht; mit einer Ta
bellenkalkulation, wenn man einzel
ne Werte ausprobieren will. Natürlich 
kannten die Lernenden in den sechs 
Klassen alle diese Werkzeuge. Dies 
zeigt die Bedeutung der passenden Me
dien und der jeweils integrierten Viel
falt an Darstellungsmöglichkeiten. 

Kommunikationsförderung 

Die Kommunikation untereinander 
und mit der Lehrkraft ist essenziell für 
das Lernen von Mathematik. 
• Das Gespräch über Mathematik regt 

dazu an, Gedanken zu vertiefen und 

verständlich auszudrücken, zu ar
gumentieren, andere Perspektiven 
nachzuvollziehen und mit unter
schiedlichen Ansichten umzuge
hen. Dadurch können die Lernen
den ihre mathematischen Kompe
tenzen weiterentwickeln (Lernen 
von- und miteinander).

• Kommunizieren über Mathematik 
muss erst gelernt werden. Die ma-
thematikbezogene Sprachhandlungen 
und dafür notwendigen Sprachmit-
tel sind also auch Lerngegenstand. 
Dazu wird Sprache im Unterricht 
eingefordert, unterstützt und suk
zessive aufgebaut für die Bewälti
gung der jeweils fachlich relevanten 
sprachlichen Anforderungen (fach-
bezogene Sprachbildung).

Kommunikationsförderung sollte ex
plizit sein beim Einsatz digitaler Me
dien, damit die Kommunikation nicht 
reduziert bleibt auf die Kommunikati
on mit dem Medium. So ist es bei der 
Lernumgebung „Sinus hören“ nicht nur 
wichtig, wie die Lernenden mit dem 
GeoGebra Book arbeiten können, son
dern es muss auch überleget werden, 
wie sie miteinander an den Aufgaben in 
der digitalen Umgebung arbeiten. Des
halb ist während des Unterrichts be
wusst darauf zu achten, der Vereinze
lung entgegenzuwirken und Kommu
nikation über das Medium auszulösen 
(Classroom Management). Dazu gehö
ren alle Impulse, die sich bei der ge
meinsamen Betrachtung auf dem Bild
schirm ergeben, z. B. bei der Suche nach 
Mustern und Strukturen, wenn das Me
dium viele Beispiele liefert. 

Gemeinsam die eigene  
Medienkompetenz stärken 

Egal, ob Sie Medien gezielt auswählen, 
Lernziele setzen, Lernpfade konzipie
ren oder Lernstände und Lernprozes
se diagnostizieren – ein sinnvoller Ein
satz digitaler Medien kann den Mathe
matikunterricht unterstützen und sollte 
mitgedacht werden. Ein gut gewähltes 
Medium kann bei einer sinnvollen Ge
staltung von Aufgaben und Unterrichts
schritten im wahrsten Sinne des Wortes 
gut „vermitteln“. Es geht um mehr, als 
„einfach das Medium einzusetzen“. Der 
Anspruch an das Medium, die Denk
handlungen beim Lernen gezielt an
zustoßen und zu unterstützen, dient 
als wichtigstes Kriterium, an dem sich 

jeglicher Medieneinsatz messen lassen 
muss (Barzel/Greefrath 2015). 

Dazu gilt es, zusammen mit 
Kolleg:innen sich selbst immer wie
der zu motivieren und zu stärken, auch 
Neues auszuprobieren. Das erfordert 
Zutrauen zu sich selbst für neue Routi
nen und Wege beim Lehren – was kei
neswegs selbstverständlich ist. Man 
weiß aus Studien, dass es vielen Lehr
kräften so geht (Thurm 2019) – dieses 
Wissen kann Mut machen, im Kolle
genkreis solche Unsicherheiten be
wusst zu thematisieren, um gemein
sam ein neues Aufgabenformat mit 
neuen Medien zu wagen. Es gibt vie
le Möglichkeiten, wie Lernprozesse 
mit und durch Medien unterstützt wer
den können. Wir wünschen viel Erfolg 
beim Ausprobieren. 
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DIE ETWAS ANDERE AUFGABE

„Ebenso wie Amerika nicht den Namen Kolumbus trägt, werden mathe-
matische Ergebnisse fast nie mit den Namen ihrer Entdecker bezeichnet.“– 
so Vladimir Arnold einst bei einem Vortrag in Paris. Michael Berry habe 
dazu das Arnold-Prinzip formuliert: „Wenn eine Idee einen persönlichen 
Namen trägt, dann ist dieser Name nicht der Name des Entdeckers“, und 
er habe auch genüsslich angehängt, das Arnold-Prinzip sei auf sich selbst 
anwendbar.
Nicht von Napoleon ist das Napoleon-Dreieck, das die Mittelpunkte der 
drei gleichseitigen Dreiecke über den Seiten eines beliebigen Dreiecks als 
Eckpunkte hat: Es ist stets gleichseitig, immer. Die interessante Geschichte 
dahinter: Die Aussage erschien erstmals mit Beweis 1826 – also nach  
Napoleons Tod – in „The Ladies´ Diary“, einer britischen Frauenzeitschrift! 
Napoleon wurde sie erst Jahrzehnte später zugeschrieben, als man in 
Frankreich begann, ihn zu glorifizieren – auch durch mathematische  
Leistung! Wäre sowas auch bei uns denkbar? In Frankreich – und nicht nur 
dort – hat Mathematik einen ganz anderen Stellenwert als bei uns. Dort 
rühmt man sich mit mathematischem Können … und nicht mit Unwissen.

Napoleon, Bäckerprozent
und vogelgerader Flug 2024

Der geometrische Blick

Von Heinz Klaus Strick, seit Lan
gem Autor bei mathematik lehren, 
gibt es zwei neue Bücher zum blät
ternden Schmökern. Wer direkt bei 
ihm bestellt – https://mathematik-
ist-schoen.jimdo.com/ – bekommt 
auf Wunsch eine Widmung, und ein 
Viertel des Verkaufspreises geht 
stets an das Friedensdorf Oberhau
sen. Der besonders farbenprächti
ge Band „Kunterbunte Mathematik“ 
verspricht zu Recht „Begeisternde 
Erkundungen für Kinder, Lehrende 
und Eltern“, darunter übrigens auch 
die Ideen zum Dritteln einfacher Fi
guren aus Die etwas andere Aufgabe in 
mathematik lehren 226. 

Seine „Geschichten aus der Ma
thematik“ geben einen spannenden 
Ein und Überblick zur frühen Mathe
matik in Indien und China und zum 
späteren Wiedererwachen in Euro
pa. Dort findet sich auch eine Aufga
be aus dem Buch Liber Ab(b)aci (1202) 
mit einer originellen Lösung von Le
onardo von Pisa (bekannt als Hasen 
und ihre Nachkommen zählender Fi
bonacci):

 → Wo liegt die Quelle?  
In einem Gelände stehen zwei Türme; 
sie sind 50 Fuß voneinander entfernt, 
der eine ist 30 Fuß, der andere 40 Fuß 
hoch. Zwei Vögel fliegen (gleichzeitig 
und mit gleicher Geschwindigkeit) je-
weils von der Spitze der Türme hinab  
und kommen gleichzeitig an einer 
Quelle an, die zwischen den beiden 
Türmen liegt. Wie weit ist die Quelle 
von den beiden Türmen entfernt?

Vermutlich würden wir – die unter
richtsvertraute schnurgerade Flug
bahn brav akzeptierend – diese Auf
gabe mit dem Satz von Pythagoras for
malalgebraisch erfolgreich erschla
gen, vgl. Abb. 1.

Für die beiden Flugstrecken d gilt  
d2 = 302 + (50 – x)2 = 402 + x2, woraus sich 
die Lösung x = 18 ergibt.
Leonardos konstruktivgeometrische 
Lösung ist wesentlich origineller (vgl. 
Abb. 2): Er betrachtet die Mittelsenk
rechte zu CD, diese schneidet die Stre
cke AB im Punkt Q, der Quelle. 

Die beiden grün gefärbten Dreiecke 
sind zueinander ähnlich, denn einan
der entsprechende Strecken stehen je
weils senkrecht aufeinander – deshalb 

ist |FQ| : |EF| = |CH| : |EH|, also |FQ| : 35 = 
5 : 25, d. h. |FQ| = 7 und somit |AQ| = 32 
und |QB| = 18. 

Dass er durchaus auch den Satz des 
Pythagoras im Repertoire hat, zeigt Le
onardo dann bei der Probe: 
|DQ|2 = 302 + 322 = 900 + 1024 = 1924 und 
|CQ|2 = 402 + 182 = 1600 + 324 = 1924. 
Die Flugstrecken der beiden Vögel sind 
tatsächlich gleich lang.

Fundstücke-Fragen

Wie viel ist das? Wie groß ist das? Kön
nen wir das jeweils gut schätzen – zu
mindest die Größenordnung? Das sind 
immer wieder wichtige Fragen. Deren 
Beantwortung braucht Erfahrung und 
Übung. Beispielsweise auch bei Geld 
… und Gold? Die jungen Leute sollen ja 
eine realistische Beziehung zu Geld … 
und Gold … aufbauen. Sagt man. Dafür 
kann dann auch mal eine ungewöhn
liche Meldung in der Zeitung oder im 
WWW etwas beitragen, die dort abruf
bar den Bezug zum Alltag ins Klassen
zimmer tragen hilft.

Goldfund beim Entrümpeln 
Goldbarren und Goldmünzen im Wert von 
mehr als 135 000 Euro hat ein Mann bei 

Abb. 2: 
Konstruktive 
Lösung zur 
Textaufgabe: 
Wo liegt die 
Quelle? 

Abb. 1: Zeichnung zur Textaufgabe: Wo liegt 
die Quelle?
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einer Wohnungsentrümpelung gefunden. 
Er gab den Fund bei der Polizei ab. Noch 
ist unklar, wem der Schatz ursprünglich 
gehörte. Wenn es kein Diebesgut ist, kann 
sich der ehrliche Finder laut Polizei „auf 
einen stattlichen Finderlohn freuen“.  
Meldet sich nach sechs Monaten kein Be-
sitzer, darf er den Schatz ganz behalten.

nach: SWR, s. https://fr-vlg.de/goldbarren, 11.4.2023

Fragen Sie doch einfach mal Ihre Klas
se, wie groß dieser Haufen Gold ist – es 
ist wirklich spannend, was beim Schät
zen herauskommt, etwa

 → Passt der Fund in einen Lkw?
 → Oder sogar in einen Pkw?
 → Oder sogar in eine Schubkarre?
 → Oder sogar in die Schultasche?
 → Oder ist der Fund nur so groß wie eine 
Schokoladentafel?

 → Oder …?

Übrigens: Derzeit ist 1 Kilo Gold etwa 
60 000 € wert, und 38 × 89 × 17 mm3 ist 
eine übliche Größe für einen 1kgBar
ren (https://www.scheideanstalt.de). 
Da genügt oben ein SpielzeugLKW. 

Und wenn schon mal so viel Gold
wert im Raum steht – viel wichtiger, 
empathisch ernstnehmend: Was wür
den die Jugendlichen aus Ihrer Klasse 
jeweils mit 135 000 Euro tun? 

p-q-… als Einzeiler

Ob man die p-q-Formel unterrichten 
sollte oder ob das Verfahren der qua
dratischen Ergänzung die wahre Ma
thematik ist – das wollen wir hier nicht 
diskutieren. Sondern warum der Term 
ausgerechnet so aussieht:

–    
p
 ― 2    ±   √ ――

  (  
p
 ― 2  )

 2– q   

Ja. Klar. Weil wir ihn so ausgerechnet 
haben. Wir haben das Ergebnis. Fertig. 
Aber könnte er nicht schöner ausse
hen, wenn wir weiter umformen? Zum 
Beispiel Brüche reduzierend wie hier:

   1 ― 2    (– p ±   √ ――
 p2 – 4q   )

… oder gar die Brüche versteckend? 

(±   √ ――
 p2 –4q    – p   ) : 2

Es gibt Schülerinnen und Schüler, die 
die letzte Variante klar bevorzugen … 
wenn der Unterricht sie zur Verfügung 

stellt. Zugegeben: Das ist nun endgül
tig eine Formel zum Auswendiglernen 
… in der ersten Variante spiegelt sich 
noch die Idee der quadratischen Ergän
zung wider. Doch wer sieht diese Spie
gelung schon/noch :(

2024 … hochprozentig

Das neue Jahr sorgte nicht nur für neue 
Vorsätze, sondern auch für eine Ände
rung beim deutschen Mehrwertsteuer
satz: Jetzt gilt wieder der Satz von 19 % 
für Lebensmittel, die in Cafés und Gast
stätten verzehrt werden, wo vorher der 
ermäßigte Satz von 7 % galt. 

Doch Prozentrechnung fällt nicht 
jedem immer leicht.

Heinrich Hemme aus Aachen entdeck
te ein fragliches Beispiel: Eine Bäcke
rei informierte mit Aufstellern über die 
Mehrwertsteuererhöhung. Die Beispiel
rechnung: Ein belegtes Brötchen kos
tet bei 7 % MwSt. 2,80 €. Bei 19 % MwSt. 
kostet es natürlich (!) 19 % – 7 % = 12 % 
mehr, also 2,80 € · 1,12 ≈ 3,14 €. Jedoch: 
Die 2,80 € sind eben nicht 100 %, son
dern 107 %. 100 % sind also 2,80 € : 1,07 
≈ 2,62 €, mit 19 % MwSt. ergibt sich dar
aus 2,80 € : 1,07 · 1,19 ≈ 3,11 €, „kaufmän
nisch“ gerundet. Der Unterschied ist 
klein. Aber es gibt ihn – und wird beim 
VielBrötchenKauf irgendwann rele
vant.

2024 … nutz- und folgenlos

Godfrey Harold Hardy, einer der großen 
Zahlentheoretiker des vergangenen 

Warum haben wir jetzt  
Im-Haus & Außer-Haus Preise?

Beispiel:  
belegtes Brötchen

Im-Haus Außer-Haus
3,14 € 2,80 €

19 % MWST 7 % MWST

genießen

Ab dem 1.1.2024 muss für den Verzehr im Café 
wieder eine Mehrwertsteuer von 19 % an das  
Finanzamt abgeführt werden.

Jahrhunderts, war stolz darauf: „Ich ha
be nie etwas ‚Nützliches‘ gemacht. Kei
ne Entdeckung von mir hat je oder wird 
wahrscheinlich je, direkt oder indirekt, 
zum Guten oder Bösen einen Unter
schied zum Wohlergehen der Welt ma
chen.“ Wie sich später herausstellte, 
irrte er sich dabei allerdings. – Wir hof
fen, dass zumindest die folgenden Zah
lenspielereien von Heinz Klaus Strick 
aus Leverkusen keine tiefgreifenden 
Folgen haben – außer für unser durch 
sie erweitertes Wissen über arithmeti
sche Zusammenhänge:
179 + 180 + ... + 184 + ... + 189
= 77 + 78 + ... + 88 + ... + 99 
= 119 + 120 + ... + 133 + 134 = 2024
… und es gibt für 2024 nur diese drei 
Darstellungen als Summe aufeinander
folgender natürlicher Zahlen – denn 
2024 = 23 · 11 · 23 hat nur drei ungera
de Teiler …

Ebenfalls über die Primfaktorzerle
gung von 2024 lässt sich mittels (a2 – b2) 
= (a – b) · (a + b) zeigen, dass es nur die
se vier Darstellungen als QuadrateDif
ferenz gibt:
5072 – 5052 = 2552 – 2512 = 
= 572 – 352 = 452 – 12 = 2024

Ebenso nutzlos dürften auch die in
teressanten Darstellungen im Dualsys
tem und im Dreier-System sein:
2024 = (11111101000)2 
2024 = (2202222)3

… nicht zu vergessen die überaus 
bemerkenswerte Tatsache, dass all dies 
in Ausgabe 242 von mathematik lehren 
steht, welches Sie jetzt vielleicht aus
gerechnet am 24. 2. in den Händen hal
ten. Auf Seite (100)7 = (110001)2.

Kluges unschwammig

Nicht etwa, dass bei größerer Verbreitung 
des Einblickes in die Methode der Mathe-
matik notwendigerweise viel mehr Klu-
ges gesagt würde als heute, aber es würde  
sicher viel weniger Unkluges gesagt. 

Karl Menger, Vater des Menger-Schwamms  
(s. mathematik lehren 240, S. 27 – 23)    

Haben Sie eine Idee für Die etwas an-
dere Aufgabe? Oder auch ebenso gerne 
mal eine etwas andere Lösung? 
Schreiben Sie uns: dieetwasandere
aufgabe@ friedrichverlag.de

Wilfried Herget Anselm Lambert

https://fr-vlg.de/goldbarren
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Knobeln im Escape Game
Escape Games können den Mathema
tikunterricht bereichern: Der spieleri
sche Ansatz und der Rätselcharakter, 
der oft mit Codes oder Zahlenkombina
tionen verbunden ist, aktiviert und mo
tiviert Schüler:innen. Im Spiel können 
sie ihre mathematischen Fertigkeiten 
in kontextbezogenen, problemorien
tierten Szenarien anwenden. 

Für Schüler:innen ist ein Escape 
Game vor allem dann motivierend, 
wenn die Lösung der Rätsel in eine 
spannende (aber keine allzu gruselig
erschreckende) Erzählung eingebettet 
ist und sie sich so aufmachen, gemein
sam ein Abenteuer zu bestehen. 

 → Versetzen Sie sich in die 6. bis 8. Klasse 
und versuchen Sie sich einmal an den 
beiden zwei Rätseln in Abb. 1. 

Die Rätsel nehmen die Unterrichtsin
halte Addition von Brüchen, Prozent
umwandlung, Dezimalzahlen und ge
meine Brüche und Winkelarten spie
lerisch auf. Neben fachlichem Wissen 
üben die Schüler:innen Logik, Abs
traktionsfähigkeit und Kreativität. So 
gestaltet, eignet sich ein Escape Game 
zur Wiederholung und Überprüfung 
von Lerninhalten. 

Einzelne Rätsel eignen sich, um 
das Format im Unterricht zu testen, et
wa als Warmup oder zum Ende einer 
Unterrichtseinheit. Die Schüler:innen 
können die Rätsel in Partner oder 
Gruppenarbeit lösen. Im Anschluss 
können sie eigene Rätsel konstruieren, 
die andere Gruppen lösen können (vgl. 
mathematik lehren 237, S. 50 – 51).  

45 Minuten Escape –  X/371:  
Gefahr aus dem All

Zu Beginn des Spiels schlüpfen die 
Schüler:innen in neue Rollen: Sie wer
den zu Mitgliedern der Taskforce9 mit 
der Aufgabe, einen Asteroidenein
schlag auf der Erde zu verhindern. In 
fünf Gruppen aufgeteilt sammeln sie 
Daten (d. h. Lösungen der Rätssel), die 
ihnen helfen, dieses Ziel zu erreichen. 

Das gelingt, wenn sie am Ende des 
Spiels das Abschlussrätsel in gemeinsa
mer Anstrengung lösen können. (Zum 
Spiel: https://fr-vlg.de/escape-13128)

Hilfen
Tipp 1: Interessant für die Lösung ist nur 
das große, äußere, rechtwinklige Dreieck. 
Wie groß ist hier der fehlende Winkel?
Tipp 2: Ihr wisst: Gegenüber von einem 
größeren Winkel liegt auch eine längere 
Seite. Wenn dem Winkel 40° die Strecke 8 

km gegenüber liegt, dann liegt gegenüber 
von 50° (nicht viel größer als 40°) etwa  
eine Strecke von …?“
Lösung: 9,5 km
Tipp 1: Erste Zahl: 1 · 20 (obere Reihe) + 
8 · 1 (untere Reihe) = 28
Zweite Zahl: 6 · 20 (obere Reihe) + 12 · 1 
(untere Reihe) = 132
Dritte Zahl: 1 · 360 (obere Reihe) + 1 · 20 
(mittlere Reihe) + 11 · 1 (untere Reihe) = 
391
Lösung: 551 Ab
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Wie die meisten Kulturen Mittelamerikas nutzten die Maya  

das Vigesimalsystem (Zwanzigersystem). Forschende  

vermuten, dass die Maya zum Zählen nicht nur zehn Finger,  

sondern auch zehn Zehen verwendeten.

Das Grundsystem ist einfach:  

Die Maya stellten Ziffern von 1 bis 19  

mit Punkten und Strichen dar. 

Höhere Zahlen drückten sie in  

einem Stellenwertsystem aus.  

Die einzelnen Stellen schrieben  

sie jedoch – anders als andere  

Kulturen – übereinander und  

nicht nebeneinander. Die Anzahl  

in der jeweiligen Stelle multi- 

plizierten sie mit dem Stellenwert. 

Ein Beispiel: 

12 · 1 = 12 bei der 1er-Stelle  

oder 4 · 20 = 80 bei der 20er-Stelle.  

Die Zahlen entstanden dann  

als Summe der einzelnen Stellen.

Ihr sitzt in einem superschnellen Jet der Forschungseinrichtung. Eure Reise geht nach Mérida,  

der Hauptstadt des Bundesstaates Yucatán in Mexiko. Endlich habt ihr Zeit,  

die Informationen auf dem Tablet zu lesen:

Die Zivilisation der Maya ist für ihr Wissen 

in Mathematik und Astronomie berühmt.

Ihre Aufgabe: Die Maya-Priester berichten 

von einem Meteoritenabsturz. Finden Sie 

den Meteoriten und untersuchen Sie das 

Gestein. Treffen Sie sich in Mérida mit  

dem Maya-Forscher Dr. Lopez. Er wird 

Ihnen helfen. Nutzen Sie den Flug, um das 

Zahlensystem der Maya kennenzulernen.

Addiert die Zahlen aus der E-Mail.  

Das Ergebnis ist der Code, den ihr Dr. Lopez nennen müsst.
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Überlegt und schätzt ab, wie lang die grüne Strecke ungefähr sein muss. 

1) 6,8 km

2) 8 km

3) 9,5 km

4) 12,3 km

Ihr blättert vorsichtig, aber zügig durch das Buch, bis ihr Seite 266 erreicht.  Von Frau Dr. Luna habt ihr einen Universal-Übersetzer erhalten,  mit dessen Hilfe der Text der Maya-Priester für euch lesbar wird.

„In der Nacht vom 265. auf den 266. Tag des Haab beobachteten 

wir ein schwaches Leuchten am Himmel. Ein Stein fiel aus dem 

Himmel auf die Erde herab. Wir peilten das Leuchten über die  

Spitzen der Pyramide des Kukulcán und des Caracols an,  

um seinen Verlauf zu bestimmen. Kurz nach Mitternacht war der 

Stein im Schnittpunkt beider Beobachtungsachsen zu sehen.  

Wir wussten nun seine Höhe über dem Boden und  

konnten ungefähr seine Entfernung bestimmen.“ 

Pyramide des  
Kukulcán

Caracol
(Observatorium)

8 k
m

40 °

266
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