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Liebe Leser:innen,
was man unter numerischer Mathematik ver-
steht, ist schwer in wenigen Worten zu sagen. 
Stets geht es jedoch irgendwie um Zahlen bzw. 
Werte (vom lat. numerus), meist um konkretes 
Rechnen in einem allgemeinen Sinn. Dabei spie-
len Näherungswerte und -verfahren, angemes-
sene Genauigkeit, Fehler mit ihrer Fortpfl anzung 
und Kontrolle oder das Wechselspiel zwischen 
diskreten und stetigen Verfahren eine bedeuten-
de Rolle. Häufi g wird iterativ vorgegangen und 
Eff izienz ist ein wichtiges Ziel.  
Defi nitiv erfolgt der bei weitem größte Teil al-
ler angewandten Mathematik heute numerisch. 
Sollte ein auf die Herausforderungen unserer 
Zeit vorbereitender Unterricht hier nicht stärke-
re Akzente setzen? Numerische Aspekte liegen 
dicht hinter zahlreichen schulischen Themen, 
treten bei der Nutzung elektronischer Medien an 
die Oberfl äche und erhalten mit dem Ziel einer 
algorithmical literacy neue Brisanz. 
Gern würden wir mit der vorliegenden Ausgabe 
zum Diskurs über eine bewusstere Berücksichti-
gung dieser Seite von Mathematik beitragen und 
bieten dazu eine Reihe konkreter Anregungen.

In dieser Ausgabe enthalten:

Fo
to

: ©
 M

ed
ie

nz
un

ft  
Be

rli
n/

st
oc

k.
ad

ob
e.

co
m

mathematik lehren 239 | 2023 49

Damit erhalten wir für dessen Län-
ge 12,5 m, das Schiff  ist insgesamt gut 
10 Container lang. So kommen wir auf 
ca. 130 m für die Schiff slänge – unge-
fähr. Eine validierende Recherche im 
Internet ergibt, dass erstens 40 ft , also 
ca. 12 m eine verbreitete Länge für sol-
che Container ist – die ISO-Container 
haben die Maße: 8 Fuß (≈ 2,44 m) breit, 
8 Fuß 6 Zoll (≈ 2,59 m) hoch und 20 Fuß 
(≈ 6,10 m) oder 40 Fuß (≈ 12,20 m) lang 
– und dass zweitens „Große Container-
schiff e“ auf dem Rhein durchaus solche 
Längen haben. Im WWW finden die 
Schülerinnen und Schüler noch mehr 
über diese Container und Schiff e – so 
sind jene gut 17 m breit und besitzen ei-
ne Tragfähigkeit von über 5000 t. Man 
kann bis zu fünf Lagen Container sta-
peln, die Container haben selbst knapp 
4 t und können zusätzlich ca. 28 t Last 
tragen usw. … Erfreulich viel authen-
tisches Material fürs intelligente Üben 
zum Rechnen mit Größen – im Raum:

 → Wie viele Container und wie viel Last 
kann das Schiff  tragen? 
Wie vielen Lkw entspricht das? 

Aber wir sollten uns das Gesamtvolu-
men dann auch selbst plastisch vorstel-
len können:

 → Würde das Schiff  auf unseren 
Schulhof passen? 

Tipp: Hier hilft  uns Google Maps mit 
seiner Ebene Satellit und der Mess-
funktion über die rechte Maustaste. 
Aber vielleicht haben Sie den Schulhof 
eh schon mal mit der Klasse vermessen 
;-). Wir stellen uns den Schulhof voller 
Container vor, immer fünf übereinan-
der … Beeindruckend viel(e).

12 teilt p²–13 – quasi immer

Die Primzahlen sind ausgesprochen 
widerspenstig – ein guter Grund, dass 
sie sich gut fürs Verschlüsseln eignen. 
Gleichwohl gibt es auch überraschen-
de Regelmäßigkeiten. 

 → Begründe: Für alle Primzahlen p > 3 
gilt: 12 teilt p2 – 13. 

Schauen wir uns mal die ersten Bei-
spiele an: 12 teilt jedenfalls 52 – 13 = 12, 
72 – 13 = 36, 112 – 13 = 108, 132 – 13 = 156 
… Sieht gut aus, bleibt aber mit jedem 

Schritt noch unendlich weit entfernt 
von einer Begründung für alle. 

Nun: Primzahlen p > 3 sind von der 
Form 6n ± 1 für eine natürliche Zahl n 
(Warum? – siehe unten und auch ma-
thematik lehren 222, S. 8 – 12). Damit 
können wir einsetzen und umformen: 
p2 – 13 = (6n ± 1)2 – 13 = 36n2 ± 12n + 1 – 13 = 
36n2 ± 12n – 12 = 12(3n2 ± n + 1)

Dafür, dass Primzahlen p > 3 von 
der Form 6n ± 1 sind, braucht man kei-
ne Rechnung – das lässt sich leicht se-
hen, schon früher: in Klasse 6. Dazu 
ordnen wir die natürlichen Zahlen in 
einer sechsspaltigen Tabelle an, dann 
befi nden sich in der 2., 4. und 6. Spal-
te die Vielfachen von zwei und in der 3. 
weitere Vielfache von drei. 

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24

25 26 27 28 29 …

Abgesehen von 2 und 3 können sich 
also höchstens in der 1. und in der 5. 
Spalte überhaupt Primzahlen befin-
den. Und die Zahlen dort sind eben die 
von der Form 6n ± 1.

Nebenbei: Für das Sieb des Eratos-
thenes ist die Anordnung mit sechs 
Spalten sehr geeignet (besser als eine 
am Dezimalsystem orientierte zehn-
spaltige, wie sie in manchen Schulbü-
chern zu fi nden ist): Die Vielfachen von 
5, 7, 11, 13 und 17 sind hier jeweils gut 
sichtbar (periodisch) diagonal ange-
ordnet …

1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48
49 50 51 52 53 …

… und dann hat man immerhin schon 
alle Primzahlen bis über 300 (bis wohin 
genau?) gesiebt.

Und übrigens, vielleicht haben Sie 
es ja schon gemerkt: Da es hier um Teil-
barkeit durch 12 geht, könnten wir die 
13 auch durch 1 ersetzen, also:

 → Begründe: Für alle Primzahlen p > 3 
gilt: 12 teilt p2 – 1. 

Dann wird, wer Binomi kennt, sofort 
sehen: p2 – 1 = (p + 1)·(p – 1). Und da-
mit bleibt als Frage: Finden wir in die-
sen beiden Faktoren die notwendigen 
Faktoren des Teilers 12, also 2 · 2 · 3? 
Wegen p > 3 ist p ungerade, also teilt 2 
sowohl p + 1 als auch p – 1. Und mit un-
serem „6n ± 1-Wissen“ sehen wir, dass 
6 entweder p + 1 oder p – 1 teilt. Fertig. 

Oder? Problemlöse-Meister Pólya 
fragt gerne: „Kannst du das auch anders 
lösen? Siehst du dann mehr?“ Also, an-
ders argumentierend: p – 1, p und p + 1 
sind drei aufeinanderfolgende Zahlen, 
davon wird eine durch drei geteilt (und 
das ist wegen p > 3 nicht p). Und da p un-
gerade ist, sind p – 1 und p + 1 zwei auf-
einanderfolgende gerade Zahlen, von 
denen ist eine also sogar durch 4 teil-
bar. Damit haben wir in p 2 – 1 den Tei-
ler 23 · 3 gefunden, ergo: p 2 – 1 wird sogar 
durch 24 geteilt (für p prim, p > 3). Mehr 
ist mehr. Und was ist dann mit p ² – 25?

Mal andersrum gedacht

Ich sträube mich ja immer gegen Pädago-
gik. Ich glaube, dass die Kinder die Eltern 
erziehen.
 Bernadette La Hengst, Musikerin

Haben Sie eine Idee für Die etwas an-
dere Aufgabe? Oder auch ebenso gerne 
mal eine etwas andere Lösung? Schrei-
ben Sie uns:

Wilfried Herget / Anselm Lambert
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GRÖßEN ERMITTELN 

Wie lang ist das Schiff? 

 

1. Ermittle anhand des Fotos die Länge des Containerschiffes. Notiere deine Überlegungen und Berechnungen.  

2. Sammle weitere Fragen zu Containerschiffen. Welche kannst du mithilfe der Mathematik beantworten? 
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VERTIEFUNG 

Wie schnell ist das Modellauto?  
Ida spielt mit ihrem neuen ferngesteuerten Auto. Dieses wurde von einem jungen Start-up entwickelt und 

kann per App gesteuert werden. Über die App kann sie die Zeit und den zurückgelegten Weg darstellen  

lassen. Durch Anklicken der Messwerte können die einzelnen Messwerte anzeigt werden.  

Zum Beispiel legte das Auto bis zur Sekunde t = 2 eine Entfernung von 1,96 m zurück: 

 

 

 
Annahme: Im Zeitraum 0 ≤ t ≤ 10 wird die Bewegung näherungsweise durch die Funktion beschrieben: 

f(t) = 0,02 t  3 – 0,3 t  2  + 1,5 t mit t ∈ [0, 10]. 

1. Wie schnell fuhr das Auto durchschnittlich? (durchschnittliche Änderungsrate) 

Berechne die durchschnittliche Geschwindigkeit 
a)  im angegebenen Intervall [0; 10], 
b)  im Intervall [2; 2,1] und c)  im Intervall [1,9; 2]. 2. Wie schnell fuhr das Auto zum Zeitpunkt t = 2? (momentane Änderungsrate) 

a) Schätze die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2 auf Basis der Ergebnisse der Aufgaben 1b und 1c.  

b) Berechne die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 2 mit Hilfe der Ableitungsfunktion. 

3. Vergleich der Verfahren Vergleiche beide Ergebnisse aus Aufgabe 2 und entscheide begründet, welches Verfahren du geeigne-

ter findest. Notiere dabei, welche Informationen für den jeweiligen Rechenweg benötigt werden. 

4. Lenis Bußgeld Nimm das bearbeitete Arbeitsblatt 2 „Muss Leni mit einem Bußgeld rechnen?“. Lies dir die Lösung der 

Aufgabe 3b durch. Würdest du mit deinem neuen Wissen die Frage genauso beantworten? Erläutere. 

5. App-Steuerung von Inas Spielzeugauto 
Du sollst das Team der App-Entwickler mit deinen mathematischen Fähigkeiten unterstützen: Meh-

rere Nutzer der App fordern die Anzeige einer Geschwindigkeit. Eine Programmiererin sagt, die App 

könne bis zu 100 Messwerte pro Sekunde verarbeiten (Zeit und zurückgelegter Weg).  

Stelle eine Vermutung auf, welches Verfahren für die App genutzt werden sollte, um eine  

momentane Geschwindigkeit anzuzeigen.  6. Vertiefendes Minimalexperiment: Geschwindigkeit einer Aufzugfahrt 

Die kostenlose App PhyPhox der RWTH Aachen ermöglicht das Experiment „Aufzug“. Hierbei wird mit 

dem Luftdrucksensor (Barometer) die Höhe bestimmt, auf der sich dein Handy befindet. Die Daten-

punkte werden miteinander verbunden und in einem Höhe-Zeit-Diagramm dargestellt. Aus diesen  

Daten wird die Geschwindigkeit berechnet und in einem weiteren Diagramm dargestellt.  

Stelle begründet eine Vermutung auf, wie die Geschwindigkeit berechnet wird und ob du diese als 

momentane oder durchschnittlichen Wert bezeichnen würdest. 
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Das alles wächst logistisch!? 

Hier findet ihr Aufgaben zu ganz unterschiedlichen Anwendungssituationen, die eines gemeinsam haben:  Sie alle lassen sich durch das logistische Modell beschreiben, also durch eine Gleichung der Form  N t + 1 = N t + r · N t · (K – N t).  
Dabei ist r eine Konstante, die die Wachstumsgeschwindigkeit beeinflusst, und K ist die sogenannte Kapazitätsgrenze. 
1. Bevölkerungswachstum in Österreich  
In der Tabelle findest du Daten zum Bevölkerungswachstum in Österreich über den Zeitraum 1690 bis 2020. Jahr 1690 1720 1750 1780 1810 1840 1870 1900 1930 1960 1990 2020 Bevölkerungs-
größe in Mio. 

2,00 2,30 2,70 2,97 3,20 3,70 4,52 5,97 6,68 7,05 7,68 8,92 

Tabelle: Entwicklung der Bevölkerungsgröße Österreichs (Quelle: www.statistik.at, Daten teilweise geschätzt) a) Übertrage die Daten in die Tabellenkalkulation von GeoGebra und zeichne sie in ein Koordinatensystem.  b) Wähle im logistischen Modell für N0 = 2,00 (in Millionen; das ist die Bevölkerungsgröße im Jahr 1690) sowie einen geeigneten Wert für die von dir vermutete Kapazitätsgrenze K der österreichischen Bevölkerung.  c) Berechne nun in GeoGebra die Bevölkerungsgröße Österreichs nach dem logistischen Modell zu den  angegebenen Zeitpunkten (ein Zeitschritt entspricht 30 Jahren).  Wähle dazu den Parameter r mit Hilfe  eines Schiebereglers so, dass das Modell möglichst gut zu den realen Daten passt. d) In welchen Bereichen passt das Modell gut, in welchen nicht?  Welche historischen Ereignisse könnten einen Einfluss auf die Bevölkerungsgröße Österreichs gehabt haben?  

2. Geimpfte in Deutschland  
Während der Corona-Pandemie wurden in den Medien immer wieder Daten zum Fortschritt der Impfkampagne  präsentiert. In der Tabelle siehst du die Anzahl der zweifach geimpften Personen in Deutschland während 2021. Datum (jeweils 2021) 1.2. 1.3. 1.4. 1.5. 1.6. 1.7. 1.8. 1.9. 1.10. 1.11. Anzahl der doppelt  
Geimpften (in Mio) 

0,7 2,2 4,3 6,6 15,8 31,7 43,7 50,7 53,8 55,5 

Tabelle: Entwicklung der Anzahl der doppelt Geimpften in Deutschland (Quelle: https://impfdashboard.de/) a) Nähere die Daten aus der Tabelle möglichst gut durch ein logistisches Modell in GeoGebra an. Übertrage dafür zuerst die Daten in die Tabellenkalkulation und zeichne sie in ein Koordinatensystem. Erstelle dann je einen Schieberegler für 𝑁𝑁�,𝐾𝐾 und 𝑟𝑟, stelle vorläufige, sinnvolle Werte ein und berechne mit Hilfe des logistischen Mo-dells entsprechende Datenpunkte. Verändere nun die Werte der Schieberegler so, dass die errechneten Daten möglichst gut an die realen Daten angepasst sind.  b) Welche Prognose ergibt sich daraus für die Anzahl der doppelt Geimpften auf lange Zeit?  c) Wie schätzt du die (Un-)Sicherheit deiner Prognose ein?  

3. Absatzmarkt Elektroautos 
Auch der jährliche Absatz eines neuartigen Produkts folgt häufig einer logistischen Kurve. Simuliere in GeoGebra ein logistisches Modell, das im Zeitraum von 2012 bis 2020 gut an die jährlichen Verkaufszahlen der Firma Tesla passt.  

[Hinweis: Wähle r = 0.001 und erstelle für K einen Schieberegler.] Beantworte mit Hilfe des Modells: Ab welchem Jahr kann Tesla mit Verkaufszahlen von mehr als 800 000 pro Jahr rechnen? Wel-chen Sättigungswert hat die Firma bei den jährlichen Verkaufs-zahlen zu erwarten? 
Anzahl der jährlich weltweit abgesetzten Elektroautos von Tesla  (in Tsd.) (Datenquelle: https://de.statista.com) 
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BEGRÜNDEN, BERECHNEN UND BEWERTEN 

𝝅𝝅 bestimmen nach Cusanus  

Nicolaus Cusanus (1401–1464) aus Kues an der Mosel war ein vielseitig interessierter 

Philosoph, Theologe und Mathematiker. Um den Wert der Kreiszahl π zu bestimmen, 

betrachtete er reguläre 2n-Ecke mit festem Umfang 2 und dazu jeweils den einbe-

schriebenen und den umbeschriebenen Kreis.  

Er begann mit dem Quadrat (n = 2) und verdoppelte Schritt für Schritt die  

Anzahl der Ecken. Für den Radius 𝑖𝑖� des Inkreises und den Radius 𝑢𝑢� des Umkrei-

ses gilt dann 2πin < 2 < 2πun.  

Damit erhalten wir eine Intervallschachtelung für 𝜋𝜋:  
1
un

 < π < 1
in

 

1. Leite aus dieser Idee die Rekursionsformel her: 

in+1≔
in+ un

2
    und   un+1≔�in+1un 

Du kannst dazu die folgende Bildersequenz nutzen.  

Bei der Herleitung helfen dir die Mittenparallele im Dreieck (und ihre Eigenschaften),  

der arithmetische Mittelwert sowie der Kathetensatz. Notiere deine Überlegungen in deinem Heft. 

Ein naheliegender Versuch:   

Ziel ist es hier, das 2n-Eck zu einem 2n+1-Eck zu erweitern.  

Man könnte dazu einfach gleichschenklige Dreiecke auf die Seiten 

des 2n-Ecks aufsetzen, deren dritte Ecke (hier: P) auf dem Umkreis 

des 2n-Ecks liegt.  

Warum ist das keine so gute Idee? 

Hier siehst du eine bessere Idee:  RS���� ist Mittenparallele in dem 

gleichschenkligen Dreieck UQP. Begründe, dass RS���� eine geeignete 

Seite für das 2n+1-Eck ist, weil sich beim Verdoppeln der Eckenzahl 

der Umfang nicht ändern soll.  

Begründe die Formel für den 

Inkreisradius in+1( =  MT����� ) des 2n+1-Ecks. 

Begründe die Formel für den 

Umkreisradius un+1 ( =  MS���� ) des 2n+1-Ecks. 

2. Implementiere diesen Algorithmus in einer Tabellenkalkulation (Excel). 

Tipp: Erinnere dich an den Heron-Algorithmus zur Wurzelbestimmung – dieser ist ganz ähnlich. 

3. Vergleiche die Konvergenz des Algorithmus von Cusanus mit der des Algorithmus von Archimedes. 
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