10.4 Festigung und Vertiefung: Berechnung des Erwar-
tungswerts, der Varianz und der Standardabwei-
chung; 6-Umgebungen des Erwartungswerts

n=E(X)

Methode
Teilweise fragend-entwickelnde Methode, teilweise eigenverantwortliches
Arbeiten in Gruppen

Typische Anwendungsbeispiele

Methode
Teils fragend-entwickelnde Methode; teils eigenverantwortliches Arbeiten in
Gruppen

1. Aufgrund von Erfahrungswerten weill man, dass 5% der von einer
Maschine produzierten Werkstiicke leichte Fehler aufweisen. Aus der sehr
grofRen Zahl aller innerhalb eines gréfReren Zeitraums produzierten Werk-
stiicke werden 20 nach dem Zufallsprinzip hintereinander gezogen und
auf Fehler Gberprift. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz
der hier zustandigen Zufallsvariablen X!

Losung

Anhand dieses Beispiels soll gezeigt werden, dass in bestimmten Situationen
auch ein n-faches ,,Ziehen ohne Zuriicklegen® in ausreichender N&herung als
n-stufiges Bernoulli-Experiment bzw. die zustdndige Zufallsvariable als
naherungsweise binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und
p aufgefasst werden kann (vgl. auch spéter behandeltes Thema ,,Hypergeo-
metrische Verteilung®).

Methode
fragend-entwickelnde Methode

Wir beschrénken uns hier auf die ausfiihrliche Darstellung des Lésungswegs.
Wir fassen eine solche 20-er-Serie als ein 20-stufiges Bernoulli-Experiment
auf?. Die Zufallsvariable X bezeichnet die Anzahl der fehlerhaften Stiicke
und ist B, gs-Verteilt. Fir den Erwartungswert gilt dann:
E(X)=n-p=20-0,05=1.

Antwort: Auf lange Sicht, d.h. bei einer ausreichend groRen Zahl solcher
20-er Serien, wird man im Mittel 1 fehlerhaftes Werkstlick vorfinden.

2 Eigentlich ist ein n-stufigen Bernoulli-Experiment im Gegensatz zu diesem Beispiel als ein Ziehen
von n Objekten mit Zuriicklegen zu verstehen. Wenn das Gesamtkollektiv jedoch (hier die extrem groRe
Zahl aller produzierten Werkstlicke) sehr groR ist, wird bei einer Stichprobe von z.B. 20 gezogenen
Werkstlicken ohne Zuriicklegen der prozentuale Anteil der fehlerhaften Stiicke (hier 5%) innerhalb des
Gesamtkollektivs nur unwesentlich beeintréchtigt, sodass fiir jedes zu ziehende Werkstiick die Wahr-
scheinlichkeit p (hier 5%) und damit der Charakter des n-stufigen Bernoulli-Experiments in ausreichen-
der Néherung erhalten bleibt.

Dieses Argument wird speziell fur das o.a. Experiment noch dadurch untermauert, dass pro 20-er-Serie
im Mittel nur E(X) = 1 fehlerhaftes Stiick gezogen wird.
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Fir die Varianz gilt:
V(X)=n-p-g=20-0,05-0,95=0,95

= o0=4V(X) =4/0,95=0,97

Nachfolgendes Beispiel bezieht sich auf c-Umgebungen des Erwartungswerts p einer bino-
mialverteilten Zufallsvariable X bzw. den Bereich aufierhalb solcher Umgebungen.

Methode
Eigenverantwortliches Arbeiten in Gruppen

2. Eine Zufallsvariable X sei By, o5-verteilt.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X
Werte annimmt, die innerhalb der 2-fachen o-Umgebung des Erwar-
tungswerts p liegen!

b) ..., die um mehr als 2 - 6 vom Erwartungswert abweichen.

(vgl. Thema ,,Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X*, speziell hier: k-fache c-
Umgebungen des Erwartungswerts)

Losung zu 2a

u=n-p=50-0,05=25;
o=4n p-q=450-0,050,95=154

P(X-p|<2-6)=Pu-2-06<X<p+2-0)
= P(-0,58< X <5,58) = P(0 < X <5)

Anwendung des speziellen Additionssatzes: entweder O oder 1 oder ...
oder 5 Erfolge:

Buoos(0)+ Booms +  +Bipors(®) = X (%) - 0,05 - 095

=0,077+0,202+0,261+0,22+ 0,136+ 0,066 = 0,96

Losung zu 2b

P(X-ul>2-0)

|X —u| >2 - oistdas Gegenereignisvon [X —u| <2 - o.
Folglich gilt gemaR P(E) = 1 - P(E):
PIX-u>2-0)=1-P(X-u/<2:-6)=1-0,96=0,04
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