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Kombinatorik-Box
LEHRERBEGLEITHEFT

Zur Sache - Fachlicher Hintergrund

Die Kombinatorik ist die Kunst des geschickten Zahlens,
bei dem die Anzahl komplex strukturierter Mengen, wie An-
ordnungen, Kombinationen und Auswahlen, bestimmt wer-
den ohne sie einzeln abzuzahlen.

Dabei sind die zentralen kombinatorischen Fragestellungen:

* Welche Mdglichkeiten gibt es?

* Wie viele Moglichkeiten gibt es?

* Wie kann man die Moglichkeiten strukturieren und dar-
stellen, um alle Méglichkeiten zu finden?

Auch wenn in der Grundschule keine systematische rech-

nerische Bearbeitung kombinatorischer Fragestellungen

vorgesehen ist, erleichtert eine genaue Kenntnis der grund-

legenden Prinzipien, Modelle und Darstellungen der Lehr-

kraft die Unterrichtsplanung.

Zahlprinzipien

Beim geschickten Zahlen helfen die grundlegenden Zahl-
prinzipien der Kombinatorik, indem die Anzahl der Mdglich-
keiten rechnerisch ermittelt wird.

An einer Beispielaufgabe sollen sie veranschaulicht
werden:
-> Wie viele dreistellige Zahlen kannst du mit den drei
Ziffernkarten )@ () legen?

>
—Z |

* Additionsprinzip
Hier wird die kombinatorische Fragestellung in Teilpro-
bleme zerlegt, die Uberschneidungsfrei, also disjunkt
sind.
Das Beispiel der Ziffernkarten lasst sich entsprechend in
folgende Teilprobleme zerlegen:
- Die Hunderterziffer ist (D).
- Die Hunderterziffer ist 2).
- Die Hunderterziffer ist 3).
Fur jedes Teilproblem gibt es 2 Mdglichkeiten die Ubri-
gen Ziffern anzuordnen.
Es gibt somit insgesamt 2 +2 + 2 = 6 Mdglichkeiten.
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* Multiplikationsprinzip
Wenn bei einer kombinatorischen Fragestellung Ent-
scheidungen in mehreren Stufen nacheinander getrof-
fen werden, lassen sich die gesamten Moglichkeiten
multiplikativ bestimmen.
Im Beispiel der Ziffernkarten bedeutet dies, dass es flr die
Hunderterstelle 3 Mdglichkeiten gibt Ziffern auszuwahlen,
fur die Zehnerstelle dann noch 2 Méglichkeiten und fur die
Einer schlieBlich noch 1 Méglichkeit.
Insgesamt ergeben sich so 3x2x1 =6 Mdéglichkeiten.

Kombinatorische Grundaufgaben

Die Anzahl von Méglichkeiten héangt davon ab,

» ob die Reihenfolge der angeordneten Elemente bertick-
sichtig wird oder nicht,

* ob Elemente wiederholt verwendet werden kénnen oder
nicht und

* ob mehr Elemente als Platze vorhanden sind.

Man unterscheidet bei den kombinatorischen Grundaufga-

ben (auch Grundfiguren, Grundsituationen) zwischen

» Variationen, bei denen die Reihenfolge der angeordne-
ten Elemente bertcksichtigt wird und

* Kombinationen, bei denen die Reihenfolge nicht bertick-
sichtigt wird.

Bei beiden Typen lassen sich Anordnungen
* mit Wiederholung der Elemente und
* ohne Wiederholung der Elemente unterscheiden.

Darlber hinaus spricht man von Permutation, einem Son-
derfall der Variation, wenn alle vorhandenen Elemente
kombiniert werden, also die Anzahl von Elementen und
Platzen identisch ist. Auch hier kénnen Elemente mehr-
fach verwendet werden: Im Beispiel der Ziffernkarten stin-
den dann beliebig viele Karten mit den Ziffern Q) 3) zur
Verfligung. Oder jedes Element steht nur einmal zur Verfu-
gung, wenn genau die drei Ziffernkarten vorhanden sind.

Beim Sonderfall des Kreuzproduktes werden Elemente
aus unterschiedlichen Mengen kombiniert. Beispiele hier-
fur sind die Auswahl von MenUs aus einer Speisekarte oder
das Zusammenstellen von Kleidungsstiicken.

Anhand verschiedener Szenarien im Eisladen kann man
die Grundaufgaben folgendermaBen veranschaulichen:



Beispiel Maoglichkeiten
Kombination mit Wiederholung 2 Eiskugeln aus 3 Sorten auswahlen 00 00 ©
00 O
Kombination ohne Wiederholung 2 unterschiedliche Eiskugeln aus 3 Sorten 0 O
auswahlen o
Variation mit Wiederholung 2 Eiskugeln in einer bestimmten Reihenfolge 00 00 ©
aus 3 Sorten auswéhlen
c® OO O
® ®0
Variation ohne Wiederholung 2 unterschiedliche Eiskugeln in einer bestimm- " TON )
ten Reihenfolge aus 3 Sorten auswéhlen oe O
® O
Permutation mit Wiederholung 2 Eiskugeln in bestimmter Reihenfolge Y W )
aus 2 Sorten auswéhlen °®
Permutation ohne Wiederholung 2 unterschiedliche Eiskugeln in bestimmter o ()
Reihenfolge aus 2 Sorten auswéahlen
Kreuzprodukt Softeis aus 2 Eissorten und 3 So3en
auswahlen * % ¢ * ¢ *
ob oYk O

Darstellungen

Um darzustellen, welche Méglichkeiten es zum Beantwor-
ten kombinatorischer Fragestellungen gibt, bieten sich un-
terschiedliche Darstellungen an. Hier werden sie an diesem
Beispiel vorgestellt:

- Welche Méglichkeiten hast du ein Softeis zusammenzu-
stellen? Du kannst zwischen den Eissorten Schokolade und
Vanille und den SoBen Schokolade, Karamell und Erdbeere
wéhlen.

Strukturierte Listen sind bereits systematisierte Aufzahlungen.
Dabei gibt es unterschiedliche Mdéglichkeiten der Anord-
nung. Alle Grundaufgaben lassen sich in Listen darstellen.
Bsp.: Schoko-SchokosoBe  Schoko-KaramellsoBe
Schoko-ErdbeersoBe
Vanille-SchokosoBe Vanille-KaramellsoBe
Vanille-ErdbeersoBe

Tabellen kénnen in unterschiedlicher Form zum Darstel-
len eingesetzt werden: Manche Tabellen liefern gleichzeitig
eine Ubersicht (iber die zur Verfligung stehenden Elemen-
te, wie auch die Mdglichkeiten selbst. Dies ist besonders
dann Ubersichtlich, wenn zwei Elemente kombiniert wer-
den, wie im Beispiel. AuBerdem kdénnen Tabellen verwen-
det werden, indem die ausgewahlten Elemente angekreuzt
werden.
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Baumdiagramme entwickeln Kinder selten von sich aus als
Darstellung. Fir Variationen, Permutationen und Kreuzpro-
dukte sind sie jedoch hilfreich, um systematisch zu arbeiten
und alle Mdéglichkeiten zu finden. Es bedarf dazu einer Ein-
fuhrung anhand geeigneter Aufgabenstellungen.

DEEEE T

® O e O e O

Verbindungslinien sind Darstellungen, die von Kindern zur
selbststandigen Lésung gewahlt werden. Mit wachsender
Zahl der Méglichkeiten wird diese Darstellung aber oft un-
Ubersichtlich, sie sollte daher zwar aufgegriffen und be-
sprochen, jedoch nicht fur alle Kinder eingeflhrt werden.

U0t W

® O

Lernvoraussetzungen: Strukturierungsfahigkeit

Um kombinatorische Fragestellungen zielgerichtet bearbei-
ten zu kénnen, mussen Kinder verschiedene Merkmale von
Objekten wahrnehmen und beschreiben kénnen. Die dabei
nétige Strukturierungsfahigkeit setzt sich aus verschiede-
nen Teilaspekten zusammen:

* Wahrnehmen von Merkmalen

¢ Ausblenden unwichtiger Merkmale

* Bilden von Kategorien mit Ober- und Unterbegriffen

* Berlcksichtigen mehrere Merkmale gleichzeitig

* Strukturieren von Situationen (vgl. Ruwisch, 2017)
Aufgaben zum Ordnen und Sortieren sind besonders ge-
eignet, um Voraussetzungen flr das erfolgreiche Bearbei-
ten kombinatorischer Fragestellungen zu schaffen.

Wege und Strategien beim Lésen
kombinatorischer Aufgaben

Kombinatorische Fragestellungen zeichnen sich durch eine

Vielzahl von moéglichen Losungswegen aus. Dazu gehéren:

* Systematisches Probieren

* Erstellen strukturierter Listen

* Erstellen von Tabellen

¢ Erstellen von Baumdiagrammen

* Anwenden der kombinatorischen Zahlprinzipien

* Anwenden kombinatorischer Grundaufgaben (vgl. Haring,
2017)
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Dabei steht fur die Grundschule das probierende Arbeiten
mit dem Ziel der zunehmenden Systematisierung im Mittel-
punkt. Erfahrungen mit strukturierten Listen, Tabellen und
Baumdiagrammen sind dabei hilfreich.

Auf dem Weg zu einer systematischen Vorgehensweise
lassen sich bestimmte Stufen beobachten, welche Kinder
durchlaufen: Am Anfang stehen die zufallige Auswahl und
Zusammenstellung der einzelnen Elemente. Es folgt die
erste Verwendung von Mustern beim Zusammenstellen,
die erst nur teilweise, spater durchgangig erfolgt. SchlieB-
lich werden Strategien systematisch angewandt. (vgl. Eng-
lish, 1991)

Dabei lassen sich bestimmte Strukturierungsstrategi-
en beobachten, welche Kinder immer wieder nutzen (vgl.
Héveler, 2014):

Disjunkte Paarbildung: Es werden alle Mobglichkeiten er-
zeugt, bei denen kein Element gleich ist.

Beispiel H E

Gegenpaarbildung: Es werden Paare von Mdglichkeiten
erzeugt, indem die Reihenfolge der Elemente umgekehrt
wird oder ein Farbwechsel auf allen Ebenen erfolgt.

Beispiel: i E

Zyklische Musterbildung: Ein Element wird beibehalten und
mit einem neuen Element kombiniert. Dieses neue Element
wird dann wiederum beibehalten und mit einem neuen Ele-
ment versehen.

~ Whi

Elementfixierung: Ein Element wird solange beibehalten bis
alle Méglichkeiten mit diesem Element gefunden wurden.
Dann wird mit den Ubrigen Elementen ebenso verfahren.

Beispiel: i - I - i

Haufig setzen Schilerinnen und Schiler auch mehrere
Strategien kombiniert ein. AuBerdem nutzen Kinder ihr Vor-
wissen aus bereits gelésten Aufgaben, um strukturgleiche
Probleme oder solche mit mehr Entscheidungsebenen zu
I6sen.

Lernfortschritte erkennen

Die Lernentwicklung von Kindern beim Umgang mit kom-
binatorischen Fragestellungen verlauft unterschiedlich. An
folgenden Indikatoren kénnen individuelle Lernfortschritte
erkannt werden:



* ,Zunahme gefundener Anordnungen
* Weiterentwicklung bisheriger Bearbeitungswege
* Erweiterung des Strategierepertoires
* Transferleistungen
— Erkennen und Nutzen struktureller Gemeinsamkeiten
(...)
— Eigenes Konstruieren strukturgleicher Aufgaben
* Entwickeln von Beschreibungen/Begrindungen
* Ausdifferenzierung von Beschreibungen/Begrindungen®
(Bénig, 2010, S. 17)
Die Lernfortschritte weisen dabei starke Streuungen auf:
Leistungsschwachere Kinder erhéhen mit zunehmend sys-
tematischem Arbeiten oft nur die Anzahl der gefundenen
Méglichkeiten, finden aber oftmals nicht alle Mdglichkeiten.
Leistungsstarkere Kinder dagegen festigen und erweitern
ihre Strategien, Fahigkeiten zum mathematischen Kommu-
nizieren und Argumentieren und es gelingen ihnen zudem
Transferleistungen.

Zum Einsatz der Kombinatorik-Box im Unterricht

Die Kombinatorik-Box fir die Grundschule ist so konzipiert,

dass sie im Unterricht vielféltig eingesetzt werden kann. Sie

bietet

* Material zur systematischen Bearbeitung kombinatori-
scher Fragestellungen,

* erganzendes Material zum Lehrwerk oder zur Differen-
zierung sowie

* Material fUr Arbeitspléne, Stationen oder Freiarbeit.

Im Sinne einer substanziellen Lernumgebung kénnen die

einzelnen Bausteine im inklusiven Unterricht von Kindern

mit unterschiedlichen Lernstanden bearbeitet werden.

Dazu werden kombinatorische Fragestellungen und Mate-

rialien zur Verfigung gestellt, die eine handelnde Auseinan-

dersetzung sowie unterschiedliche Losungswege und Re-

prasentationsebenen ermoglichen.

AuBerdem sind die kombinatorischen Aufgaben so ge-
wabhlt, dass sie sich in verschiedene inhaltsbezogene Kom-
petenzbereiche integrieren lassen. So kann die Kombina-
torik-Box bei unterschiedlichen Themen in den Unterricht
eingebunden werden.

Differenziertes Lernen ermoglichen

Grundsatzlich weisen die ausgewahlten kombinatorischen
Fragestellungen eine naturliche Differenzierung auf. So
lasst jede Aufgabe das Bearbeiten in allen Anforderungs-
bereichen zu, vom Finden von einzelnen Méglichkeiten
(Anforderungsbereich 1), Uber das systematische Bestim-
men aller Mdglichkeiten (Anforderungsbereich Il) bis hin
zum Begrinden, warum es keine weiteren Mdglichkeiten
geben kann (Anforderungsbereich lll).

AuBerdem ermdglichen die Fragestellungen Offenheit
bezuglich der verwendeten Strategien, der gewahlten Dar-
stellung und der Reprasentationsebene, auf der die Aufga-
be bearbeitet wird: enaktiv - durch das Legen mit Material

oder Nachspielen, ikonisch — beim Anfertigen von Zeich-
nungen und Skizzen und symbolisch — wenn erste Zahl-
strategien eingesetzt werden. Zudem stehen Aufgaben zur
Verfigung, die den Aufbau von Strukturierungsfahigkeit
unterstutzen.

Entsprechend diesem Gedanken sind auch die Kopier-
vorlagen als eine mdgliche Hilfe bei der Bearbeitung der
Fragestellungen zu verstehen. Alternativ kénnen Lernende
auch selbst Darstellungen fur ihre Losungen entwickeln,
die sie in Heften oder Mappen festhalten.

Eigenproduktionen anregen

~Am Anfang des Unterrichts steht [...] nicht die Wissens-
vermittlung des Lehrers, am Anfang des Unterrichts stehen
Schlilerprodukte, sie haben Prioritét”

(Gallin & Ruf 1991, S. 55)

Die Kombinatorik-Box gibt in jedem Baustein Anregun-
gen daflr, Kinder selbst Aufgaben erfinden zu lassen, ihre
Losungswege darzustellen, Zusammenhange zu beschrei-
ben und zu begrinden. Diese Eigenproduktionen sind
mundliche oder schriftliche AuBerungen, bei denen die
Schilerinnen und Schiler selbst entscheiden kénnen, wie
sie vorgehen und ihre Ergebnisse darstellen wollen. Sie
regen die Lernenden zum Nachdenken tber Gelerntes und
Uber das eigene Vorgehen an und machen sie zum aktiven
Mitgestalter des Unterrichts. Lehrkréfte erhalten Informati-
onen uber jedes Kind, die diagnostisch, aber auch fur die
Leistungsbewertung und die weitere Unterrichtsgestaltung
genutzt werden kénnen.

Wortspeicher anlegen

Die Qualitat von Beschreibungen und Begriindungen, die
Lernende muindlich und schriftlich verfassen, variiert in der
Regel stark. Um den Gebrauch der Fachsprache zu erleich-
tern, bietet es sich an, mit den Kindern einen Wortspeicher
anzulegen.

Ein solcher Wortspeicher kann neben eingefihrten Be-
griffen auch Satzanfange und -muster fur Beschreibungen
und Begrindungen enthalten. Auf diese Weise entlastet er
alle Schulerinnen und Schilern beim Formulieren.

Zwei Beispiele fur Wortspeicher sind in den Kopiervorla-
gen fUr die Bausteine , Schloss knacken® und ,Eis kaufen®
enthalten.

Mathematische Gesprachsanlasse schaffen

Aufgrund der vielfaltigen Moglichkeiten, kombinatorische
Fragestellungen zu bearbeiten, ist ein Austausch tUber Lern-
wege und Strategien sowie die Reflexion dieser sehr hilf-
reich, um einen Lernzuwachs zu erreichen. In Gesprachs-
phasen im Klassenverband oder Kleingruppen kénnen
Ergebnisse und Strategien prasentiert und reflektiert werden.
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