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Auszug aus dem Geleitwort von
Prof. Dr. sc. math. Peter Gallin

Kennen Sie ,Play Bach“? Was der franzosische Pianist Jacques Lous-
sier mit der Musik von Johann Sebastian Bach macht, ist Martin Kra-
mer fiir die Mathematik gelungen. Er hebt verborgene Schichten der
Mathematik mit Konsequenz und Prizision fiir die breite Offentlich-
keit ans Licht, so wie Jacques Loussier zeigt, welch moderner Charak-
ter in Bachs Musik steckt: Wesensziige, die wohl nur wenigen Perso-
nen wirklich bekannt sind. Mit leichtfiiliger Sprache spricht Martin
Kramer zu uns und bietet zundchst einmal spannende Unterhaltung,
die aber von Zeit zu Zeit in ganz ernsthafte Botschaften zum Mathe-
matikunterricht tibergeht.

Die neueren didaktischen und pddagogischen Erkenntnisse flieRen im
Grundkonzept des Buches ganz selbstverstdndlich ein. Konsequent
werden Bruners drei Reprasentationsebenen fiir mathematische Sach-
verhalte eingesetzt. Handlungen (Enaktives), Bilder (Ikonisches) und
Formales (Symbolisches) werden immer simultan und nicht hierar-
chisch in attraktive Lernumgebungen eingebunden (EIS-Prinzip). Sie
geben damit allen Lernenden die Moglichkeit, in der Mathematik
Tritt zu fassen und etwas zu verstehen. Um den sogenannten kom-
petenzorientierten Unterricht muss man sich dann gar nicht mehr
kiimmern, denn alle Kompetenzen, die heute gefordert werden, ent-
wickeln sich gleichsam von selbst. (...)

Schlief3lich wird das Fachliche sorgfdltig durchdrungen und die wirk-
lich schwierigen und wesentlichen Dinge werden auf allen drei Re-
prasentationsebenen breit behandelt und ausgehandelt. So fiigt sich
alles im , Wir” zusammen. Es geht also nicht um Rosinen der Mathe-
matik, sondern um den Stoff, der im Lehrplan festgeschrieben ist. Ziel
ist es, mit moglichst wenig Vorgaben auszukommen, gleich mit etwas
Komplexem zu starten, mit Spiel und Spafs an der Sache zu arbeiten
und so zu den zentralen Einsichten vorzustofien. Damit gelingt es,
die Autonomie der Lernenden zu fordern und zu stirken, ihnen das
Gefiihl der sozialen Zugehorigkeit zu vermitteln und ihnen zur ma-
thematischen Fachkompetenz zu verhelfen. (...)

Es sind nicht einfach Rezepte fiir die Lehrperson, die Martin Kramer
hier vorstellt, sondern Vorschldge fiir eine neue Grundhaltung dem
Stoff und den Lernenden gegeniiber. Es ist dem Buch zu wiinschen,
dass es zu einer Verdanderung im Mathematikunterricht beitragt, wel-
che die Motivation aller Beteiligten erhoht, nachhaltige Erlebnisse er-
moglicht und fundiertes Wissen iber Mathematik erzeugt.

Peter Gallim, Bauma, im Juli 2015



Teil VI
Analysis

Kapitel 20
Bewegungsabliufe aufzeichnen

In diesem Kapitel geht es um die Aufzeichnung einer realen (eindi-
mensionalen) Begebenheit. So werden Wachstumsvorgédnge, Bewe-
gungsabldufe oder das Befiillen von Gldsern mit Hilfe von Schaubil-
dern aufgezeichnet. Die zugehorige Funktionsvorschrift ist in den
meisten Féallen unbekannt und das ist fiir den Einstieg ganz geschickt:
Erstens ist der Ansatz wesentlich allgemeiner, als wenn man mit li-
nearen Funktionen beginnt, und zweitens lenken keine Rechnungen
vom wesentlichen Verstdndnis ab.

Der Ansatz mit t-s- bzw. mit -v-Diagrammen fiihrt sehr weit. In Ab-
schnitt 22.5 wird damit in die Differentialrechnung eingefiihrt.

20.1 Mathematik beginnt mit dem Lesen einer Uhr

In diesem Kapitel stehen t-s-Diagramme im Mittelpunkt. Formal pas-
siert nichts anderes, als wenn man x-y-Diagramme betrachtet. Es ist
ein guter Weg, weil er sofort eine Anwendung aufzeigt. Und trotz-

allgemeiner Einstieg
ohne Rechnungen
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Zeit ist unsichtbar

J/a

/\

dem erfordert es eine héhere Abstraktion: Die Zeit kann man nicht
sehen. Uns Menschen fillt es schwer, in zeitlichen Abldufen zu den-
ken. Daher stellen wir gerne Zeitpunkte oder zeitliche Entwicklun-
gen rdumlich dar. Wir haben Instrumente entwickelt, die zeitliche
Ablédufe rdumlich darstellen.
Wir sprechen von Zeitpunkten, Zeitabschnitten und Zeitfenstern und
denken dabei bereits riumlich. Das verwundert nicht, wenn wir be-
denken, dass wir die meisten Informationen, die wir tagtaglich auf-
nehmen, sehen. Und weil wir die Zeit nicht direkt sehen kénnen, wan-
deln wir sie in etwas um, was wir mit den Augen wahrnehmen kon-
nen. Es gibt zig verschiedene Ausfiihrungen von Uhren, alle haben
eines gemein: Sie stellen Zeit rdaumlich dar.
Eine Uhr zu lesen ist nicht einfach. Was man sieht, ist ja nicht die
Zeit, es ist ja nur die Darstellung von Zeit! Wenn Kinder im Grund-
schulalter lernen, wie man eine Uhr liest, entspricht das der Interpre-
tation eines t-s-Diagrammes.
Im Diagramm ist keine Hiigellandschaft dargestellt, sondern eine Pen-
delbewegung. Ein kleines Kind kann das noch nicht verstehen. Es
sieht Wellen oder Berge und Tiler. Es erfordert ein Abstraktionsver-
mogen, in diesem Bild (Schaubild) eine Hin-
/_\ und-her-Bewegung zu sehen, die durch eine

x’“ \/

__f. " T t-Achse rdumlich aufgeldst wird. Die Zeitachse
\_/ k/ entspricht der fortschreitenden Zeit, einer Zeit-

aufzeichnung, kurz: einer Uht!

20.2 Wachstum von Kresse

Uber einen Zeitraum von zwei Wochen wird das Wachstum von Kres-
se beobachtet und als Graph dargestellt.
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Vorbereitung

Im Unterricht werden Kressesamen verteilt. Jeder Schiiler erhalt ca.
einen halben Teel6ffel, den er in ein selbstgebasteltes Papiertiitchen
fullt.

F

Ins Schulheft werden eine Tabelle und ein grofies Koordinatensystem
gezeichnet. Im Bild wurde entsprechend einer Fufigdngerampel
(unten ,griin“, oben ,rot”) fiir die Zeit (t-Achse) Griin und die Hohe
(h-Achse) Rot verwendet. Die Spaltenbreite der Tabelle betrdgt 1,5 cm
und sollte mit der Einheit der Achsen {ibereinstimmen, so dass die
Tabelleneintrdge genau liber dem jeweiligen Tag stehen.

Datum
Tag der Beobachtung 0 1 2 3 4 5 6

Hohe der Pflanze in mm

Wer noch nie einen Vorgang iiber lingere Zeit beobachtet hat, weif3
die zusdtzliche Datumsangabe wahrscheinlich nicht zu schatzen. Mit-
unter weify man am nédchsten Tag nicht sicher, ob man das Wachs-
tum vermessen hat oder nicht. Falls tatsdchlich einmal ein Tag ver-
gessen wurde, so bleibt dieser frei.

Am Tag 0 sind natiirlich alle ,Pflanzen” gleich hoch, daher kann be-
reits im Unterricht der erste Eintrag in die Tabelle erfolgen. Schlief3-
lich zeichnet jeder Schiiler in das leere Diagramm seinen vermuteten
Wachstumsverlauf als Kurve ein. Die fiktive Vorhersage steigert das fiktive Vorhersage
Interesse: Man kann sich nur dann tiberraschen lassen, wenn man
sich zuvor Gedanken gemacht hat.
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fixer Beobachtungs-
zeitpunkt

10

Anbau der Kresse

Gepflanzt wird zu Hause in einem Suppenteller auf mindestens acht
Lagen Kiichenpapier, alternativ geht auch Toilettenpapier. Auf das
mit Wasser getrankte Papier werden die Samen gestreut.

Der Standort der Kresse sollte wihrend der Beobachtung nicht ver-
andert werden, ebenso nicht der Beobachtungszeitpunkt. Am besten
pflanzt man daher die Kresse am Abend, vielleicht kurz bevor man
zu Bett geht.

Beobachtung des Wachstums

An jedem Tag wird die durchschnittliche Hohe des ,Kressewald-
chens” in die Tabelle eingetragen. Starker als ,nur” zu messen und
Kreuzchen in das Schaubild einzutragen ist es, wenn jeden Tag ein ty-
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pischer Reprasentant ausgewdhlt und ins Heft eingeklebt wird. Dem-
entsprechend wird am Tag null ein Kressesamen fixiert.

Wenn die Pflanzen grofier werden, kdnnen sie zuerst auf dem Klebe-
streifen fixiert bzw. gerade gezogen und dann eingeklebt werden.
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Bemerkungen, Hintergriinde und Erweiterungen

Griine und rote Achsen

Die Farbkodierung griin-rot legt zusammen mit dem Bild der Ampel
eine Aufteilung in Oben und Unten nahe: Die untere ,griine” Zeit
wird auf die ,rote” Pflanzenhohe nach oben abgebildet. — Die Ubung
in Abschnitt 20.3 geht noch einen Schritt weiter: Dort werden Zeit
und Ort nicht nur unterschiedliche Farben, sondern auch unter-
schiedliche Rollen gegeben.

EIS-Prinzip
Vermittelt wird auf drei Ebenen des EIS-Prinzips nach Bruner:

36 jOaas
o Wi
Iy
g 4
Enaktiv (handelnd): Ikonisch (bildhaft): Symbolisch (formal):
Kressewachstum zu Hause Kressepflanzen gepresst im Heft Tabelleneintrdge

11
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gestaltpsychologische
Verkniipfung

Riickmeldung
durch Lachen

unterschiedliche
Perspektiven

12

Die verschiedenen Ebenen sind mit Hilfe gestaltpsychologischer Ge-
setze miteinander verkntipft. So ist z.B. die ikonische Ebene mit der
symbolischen iiber das Gesetz der Ahnlichkeit (Farbkodierung) ver-
bunden. Da das Ernten eines Pflinzchens mit dem Einkleben und
dem Tabelleneintrag zeitlich zusammenféllt, werden alle drei (!) Ebe-
nen mit dem Gesetz der Gleichzeitigkeit zusdtzlich verknipft. Din-
gen, die gleichzeitig geschehen, wird unmittelbar ein Zusammen-
hang unterstellt.!

Erweiterung ins Abstrakte

Nach dem Experiment kann der Lehrer unterschiedliche Schaubilder
an die Tafel zeichnen und nach dem Wachstum der Pflanze fragen.
Bei mir lachten die Schiiler, als ich eine Welle (Sinus) zeichnete: Ab
einem bestimmten Zeitpunkt wéchst die Pflanze riickwdrts, und nicht
auf die Hohe null, sondern sie grabt sich auch noch unter die Erde
ein. Man tiberlege sich die Bedeutung: Die Schiiler geben durch La-
chen die Riickmeldung, dass sie das Wesentliche verstanden haben.
Ein hiibsches Beispiel fiir nonverbale Kommunikation!

Material ist ficheriibergreifend

Wenn man mit Material arbeitet, beriihrt man prinzipiell immer an-
dere Fdcher. Verschiedene Facher bzw. Disziplinen stellen ja nur
unterschiedliche Perspektiven dar, aus denen beobachtet wird. So
kann das Wachstum von Kresse auf Biologie (Was braucht eine Pflan-
ze zum Wachsen?), Physik (Wachstumsgeschwindigkeit), Religion
(Der Mensch braucht Nahrung), Mathematik, Erdkunde (In welchen
Erdteilen kann Kresse wachsen?), Deutsch (Beschreibung der Vorge-
hensweise) ... projiziert werden.

Man kann es auch anderes herum sehen: Alle Projektionen vereinen
sich im Material. Aus diesem Grund ist der Umgang mit Material im-
mer facheriibergreifend. Und zwar nicht deswegen, weil er kiinstlich
geschaffen wurde, sondern weil er natiirlich ist. Die unterschied-
lichen Disziplinen haben sich mehr und mehr vom Konkreten, dem
Materiellen, distanziert. Und so besteht natiirlich die Gefahr, dass fiir
den Schiiler das Wachstum in Mathematik nichts mit Biologie oder
Physik zu tun hat.

5 Das geschieht auch, wenn kein Zusammenhang existiert: Es klingelt an der Tiir und
ein Glas fallt herunter. Aus didaktischer Sicht ist ein Bezug nicht immer erwiinscht, aber
die Bildung eines Bezuges liegt aus konstruktivistischer Sicht in der Macht des Lernen-
den. Anders formuliert: Wenn zwei Dinge gleichzeitig stattfinden, dann wird man als
Lehrer schwer die Konstruktion eines Bezuges im Schiilerhirn verhindern kénnen ...
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Kompetenzorientierung

Durch konkretes Handeln werden viele Kompetenzen geférdert und
zwar von selbst. Wenn Sie wollen, kénnen Sie in der Ubersicht zu-
nichst die unterste Zeile abdecken, sich tiberlegen, welche Kompe-
tenzen in diesem Unterricht eine Rolle spielen, und Ihre eigenen
Kreuzchen setzen.

Sozial- Methoden- Personale Kognitive
kompetenz kompetenz Kompetenz Basiskompetenz

Berufsfeldbezogene
Kompetenz

Kritik- und Konfliktfdhigkeit
Konzentrationsfahigkeit
Schlussfolgerndes Denken

Teamfdahigkeit
Merkfahigkeit

Padagogisch-helfende Fahigkeit
Fiihrend-verkaufende Fahigkeit

Kreativ-sprachliche Fahigkeit

> | Raumliches Vorstellungsvermogen
» | Handwerklich-technische Fahigkeit

» | Kommunikationsfahigkeit
> | Planungsfahigkeit

> | Problemlosefahigkeit

» | Prasentationsfdhigkeit

» | Durchhaltevermdgen

> | Selbststdndigkeit

» | Ordentlichkeit

» | Verantwortungsfahigkeit

A
>

£
=
>

£
®
%

» | Untersuchend-forschende Fihigkeit
» | Kaufmadnnisch-verwaltende Fahigkeit

=
Ka)

Vielleicht hidtten Sie das ein oder andere Kreuzchen anders gesetzt,
wesentlich ist jedoch: Wenn man den Schiiler in seiner Lebenswelt
in den Mittelpunkt stellt, wiirde man sich in einer handlungs- und
erlebnisorientierten Didaktik sehr schwer damit tun, Kompetenzen
nicht zu schulen. Die gute Nachricht: Sie miissen nicht ,zu Kreuze”
kriechen, wenn Sie kompetenzorientiert unterrichten. Die Kompeten-
zorientierung ist in diesem Unterrichtskonzept in natiirlicher Weise
enthalten. Versuchen Sie einmal, handlungs- und erlebnisorientiert
zu unterrichten, ohne dabei kompetenzorientiert zu sein!

Freude am Wachstum

Ich habe erst durch meinen Sohn erfahren, welche Freude die Aufga-
be bereiten kann. Vielleicht geht es nicht jedem so, aber manch einer
schaut direkt nach dem Aufstehen, ob sich etwas getan hat. Das
»,Géartnern” passt in die Unterstufe. Hier der erste und der zweite Tag:

Handlungsorientierung
enthalt
Kompetenzorientierung

13
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kindgerechte
Formulierung
der Eindeutigkeit

Kurvendiskussion
in der Unterstufe

14

Funktionsdefinition

Zeichnet der Lehrer als Ubung eine Schleife oder ein Herzchen als
Schaubild ins Diagramm, sorgt das wieder fiir Geldchter. Die Schiiler
finden von selbst die Antwort, dass ,die Pflanze ja nicht an einem
Tag zwei verschiedene Hohen besitzen kann”. Und das ist nichts wei-
ter als eine kindgerechte Formulierung der Findeutigkeit im Funk-
tionsbegriff2.

Ableitung und Wachstumsgeschwindigkeit

Zu welchem Zeitpunkt ist die Pflanze am schnellsten gewachsten?
Fragen dieser Art konnen leicht beantwortet werden. Bereits in der
fiinften oder sechsten Klasse kann auf diese Weise anschaulich eine
Kurvendiskussion durchgefiihrt werden. So entspricht der Wende-
punkt im Schaubild einem Extremum der Wachstumsgeschwindig-
keit bzw. der Ableitung. Ebenso kann monotones Wachstum ange-
sprochen werden. Auch wenn keine Fachbegriffe verwenden werden:
Es schwingen hier wesentliche Ziige der Differentialrechnung mit.

Ernte

Gertiche und Geschmdcke préagen sich nachhaltig ein. Ob mit dem
Vesperbrot Schaubilder und Funktionen gleich mit einverleibt wer-
den? Wohl kaum. So direkt geht es leider doch nicht. Aber zumin-

6 Jedem Element einer Menge (hier: Tage) wird genau ein Element einer anderen Men-
ge (hier: Pflanzenhohe) zugeordnet.



Kapitel 20 Bewegungsablaufe aufzeichnen

dest wird klar ein Bezug zur Alltagswelt geschaffen. [rgendwie hat das
da auf meinem Brot mit Mathematik zu tun. Und wenn das fiir ess-
bare Kresse gilt, dann haben Pflanzen und Erndhrung vielleicht ganz
allgemein mit Mathematik zu tun.

Hohere Klassen — Differenzierung durch Material

Die Ubung wurde in diesem Abschnitt fiir die Umsetzung in der Un-
terstufe gezeigt. Andert man die Fragestellung z. B. in eine mathema-
tische Modellierungsaufgabe ab, ldsst sich Kresse auch in der Sekun-
darstufe II anpflanzen: Wie lautet eine mogliche Funktionsvorschrift
fiir das dargestellte konkrete Wachstum?3
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Einfacher als die Modellierung ist der Bezug von mathematischen Be-
griffen auf das konkrete Beispiel. Was bedeutet hier Monotonie, was
bedeuten Wende- und Extremstellen, was die erste, was die zweite
Ableitung? Man zeichne die Wachstumsgeschwindigkeit als Funktion
der Zeit auf. Hat die Fliche unterhalb der Kurve eine Bedeutung?

7 Vgl. ,Modellieren von Kressewachstum” in Abschnitt 23.5.

Bezug zur Alltagswelt

Modellierungsaufgabe

mathematische
Begriffe aufs Beispiel
beziehen

15
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