vorgestellt.

Nachhaltiges Lernen und mathematische Kompeten-
zentwicklung sind nur dann erfolgreich, wenn auch
gelibt wird. Wichtige Formen und Konzepte des Ubens
und entsprechend entwickelte Ubungsaufgaben werden

REGINA BRUDER

Beim Lernen von Mathematik muss man iiben. Das
ist fiir Schiilerinnen und Schiiler, fiir Eltern und
Lehrer unumstritten. Aber wie konnte (und sollte)
ein effektives und nachhaltiges Uben aussehen? Da-
zu gibt es ganz unterschiedliche Vorstellungen.

Der Begriff des Ubens

In der allgemeinen Didaktik, in der Piddagogik und
in den Fachdidaktiken der einzelnen Unterrichts-
ficher wird das Thema ,,Uben” schon sehr lan-
ge diskutiert — auch mit wechselnden Intentionen.
Dabei sind der Sprachgebrauch und die Weite des
Begriffes ,,Uben nicht einheitlich. In der Fach-
didaktik der 1970er Jahre beispielsweise umfasst
das iibergreifende Konzept des ,,Festigens® ver-
schiedene Elemente wie Wiederholen, Uben (im
Sinne der Entwicklung von Fertigkeiten), Vertiefen
und Anwenden — und weist diesen Elementen auch
einen bestimmten Platz im Unterrichtsgeschehen zu
(vgl. Lorenz/Pietzsch, 1975).

In der allgemeinen Didaktik gab es zu dieser Zeit
deutliche Bekenntnisse zum Uben als einem ziel-
strebigen und bewussten Training: ,,Unter Ubung
im pddagogischen Sinne verstehen wir den wieder-
holten Vollzug von Tiitigkeiten (Handlungsabldiufen)
mit dem Ziel ihrer fortschreitenden Vervollkomm-
nung und teilweisen Mechanisierung zu Fertigkei-
ten und Gewohnheiten.” (Klingberg 1974, S. 387)

Solange die Ansicht vorherrschte, dass die Er-
schlieBung neuer Themen das Hauptgeschift des
Unterrichts sei und Uben ein eher listiges Anhéing-
sel, fiel es Pddagogen schwer, ein klares Verhiltnis
zum Uben zu entwickeln. In den 1970er und 1980er

Uben
mit Konzept

Jahren wurden Faktoren fiir den Erfolg des Ubens
beschrieben — empirische Absicherungen stehen al-
lerdings nach wie vor aus. Die Regeln in Kasten 1
stammen von Hilbert Meyer (1987, S. 169f.). Fritz
Loser hat wesentlich zur Offnung der Vorstellun-
gen vom Uben beigetragen mit seinen Thesen (nach
Meyer 1987, S. 168):

,.Das Uben setzt nicht zwangsliufig die Einsicht

in den Gesamtzusammenhang voraus. Es kann

umgekehrt dazu beitragen, diesen Sinn-, Sach-
und Problemzusammenhang zu erschliefen ...*
e, Das Uben setzt nicht zwangsldufig die Moti-
vation und Konzentration der Schiilerinnen und

Schiiler voraus. Es kann umgekehrt dazu beitra-

gen, diese Konzentration und Motivation herzu-

stellen.*
Heinrich Winter und Erich Wittmann haben in den
1980er Jahren wesentlich dazu beigetragen, die Qua-
litit des Ubens zu verbessern. Sie forderten, dass im
Unterricht ,,entdeckend getibt und tibend entdeckt
wird*“ (Winter 1984; E. Chr. Wittmann 1989).

Ineinem aktuellen, kompetenzorientierten Unter-
richt erweitert sich der Blickwinkel auf die Ubungs-
ziele. Es bedarf spezifischer Lernsituationen, in de-
nen ein schrittweiser Kompetenzaufbau angelegt
wird, der die Lernenden im besten reformpéadago-
gischen Sinne dort abholt, wo sie stehen. Uben ist
grundsitzlich nicht Selbstzweck, sondern immer auf
Verstdndnis und Vernetzung, also auf eine gewisse
inner- oder/und aufermathematische Anwendungs-
kompetenz, ausgerichtet.

Wir sprechen unter methodischen Aspekten von
einer — fiir den Mathematikunterricht typischen —
Lern- oder Unterrichtssituation ,,Uben* bzw. ,,Uben
und Anwenden® oder auch ,,Uben, Wiederholen,
Vernetzen®. Der Begriff ., Uben* umfasst in diesem
Sinn alle diejenigen Lerntdtigkeiten, die — alleine
oder gemeinsam mit anderen ausgefiihrt — darauf
ausgerichtet sind, neue oder schon friither kennen
gelernte (mathematische) Begriffe, Zusammenhin-
ge und Verfahren sowie Vorgehensstrategien in vari-
ierenden Kontexten verfiigbar zu haben und verstén-
dig verwenden zu konnen.
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Aspekte und Konzepte des Ubens

Wie konnen Ubungsphasen in den Mathematikun-
terricht eingebettet werden? Die Spannbreite reicht
von ersten Ubungen, die gezielt zu neu Gelerntem
konzipiert sind, iiber vielfiltige, vermischte Ubun-
gen, die ein weiteres Festigen, Vernetzen und Wie-
derholen beinhalten, bis hin zu komplexen Ubungen
und Anwendungen (einen Uberblick zeigt Abb. 1).

Explizite Wiederholung:

Basiswissen sichern

Kaum sind ein paar Wochen vergangen, ist schon
vieles wieder vergessen — wenn nicht regelmifBig
daran ,erinnert* wird. Eine eigenstindige Ubungs-
form zum Wiederholen und Wachhalten von Basis-
wissen mit einem klaren Trainingsauftrag bilden
die sogenannten ,,Kopfiibungen®. Es geniigt, wenn
z.B. einmal wochentlich in nicht mehr als 10 Mi-
nuten ,,vermischte Kopfiibungen‘ als rituelle Lern-
gelegenheiten fiir das Wachhalten von mathemati-
schen Grundlagen stattfinden. Die Aufgaben wer-
den unabhingig vom ,,neuen Stoff* oder von einer
konkreten Anwendungssituation zusammengestellt.
Beispiele fiir die Durchfiihrung und Gestaltung von
Kopfiibungen finden Sie in dem Beitrag ,,Wider das
Vergessen* ab Seite 12. Auch die Arbeit mit einer
Ubekartei, einem Wissensspeicher oder mit Check-
listen (vgl. den Beitrag von Matthias Romer, Sei-
te 52) kann zu expliziten Wiederholungen anregen.

UBEN MIT KONZEPT | BASISARTIKEL

Wachhalten von Basis-
wissen (explizite Wieder-
holung) durch
vermischte Kopfiibungen

Mitliben von Grundlagen
in Anwendungen (implizite
Wiederholung) durch
komplexe Ubungen

Ubungsformate und -formen

T~

vertieftes Verstandnis
mathematischer
Zusammenhange und
Uben lernen durch
intelligentes Uben

Vernetzen mathematischer

Sinnzusammenhéangen durch
produktives, vernetzendes
Uben

Themenfelder und Schaffen von

Reflexionen anregen und Diagnose ermoglichen:
Orientierung im Lernprozess behalten durch
reflektiertes Uben mit dem Lernprotokoll

Abb. 1: Ubungsziele und Beispiele fiir passende Formate

Implizite Wiederholung:

Komplexe Ubungen

Eine eher erginzende Moglichkeit des Wiederho-
lens findet sich im Mitiiben von Grundlagen in An-
wendungssituationen, bei so genannten komplexen

Erfolgsfaktoren beim Uben

WISSENSWERT n

1. Der Erfolg des Ubens wird erhéht, wenn der Ge- 6.

genstand der Ubung fiir den Schiiler subjektiv
bedeutsam ist.

2. Der Erfolg des Ubens wird erhdht, wenn er mit ei-
nem hohen Grad von Selbsttatigkeit verknlpft ist.

3. Sinnvolle, strukturierte Zusammenhange werden
leichter gelernt und bleiben besser im Gedacht-
nis haften als zusammenhanglose Informationen.

4. Das Uben fallt leichter und der Lernerfolg ist
héher, wenn zuvor GesetzméaBigkeiten, Ober-
begriffe, Prinzipien und logische Verknupfungen
des neuen Sinn-, Sach- oder Problemzusammen-
hangs erarbeitet worden sind.

5. Das Behalten des Gelernten wird erleichtert,
wenn es mit bekannten alteren Wissensbestan-
den bzw. Kompetenzbereichen verknipft wurde.

10.

11.

12.

Das Einpragen wird erschwert, wenn parallel da-
zu oder gleich danach &hnlich strukturierte Inhalte
gelernt werden sollen (Ahnlichkeitshemmung).

. Das Behalten des Gelernten wird erschwert,

wenn gleich danach interessante und aufregen-
de neue Inhalte zur Kenntnis genommen werden.

. RegelmaBige Ubungsphasen erhdhen den Erfolg.

. Die meisten Menschen lernen besser, wenn sie

sowohl auditiv wie visuell unterstitzt werden.

Neu Gelerntes in den folgenden zwei Tagen wie-
derholen. (Nach 5 Tagen sind 70 % vergessen.)

Nur was immer wieder reaktiviert und angewandt
wird, wird dauerhaft behalten und gekonnt.

In der Mittagszeit lernt sich’s am schlechtesten!
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Nach: Josef Leisen: Merkmale eines guten Unterrichts, 2007.

WISSENSWERT ﬂ

Kennzeichen fiir intelligentes Uben

Es wird oft, aber kurz getibt mit ausreichend Zeit.

Es werden gemeinsam vereinbarte Regeln eingehalten
(Materialien, Lautstarke, Herumlaufen, ...).

Es herrscht eine ruhige, konzentrierte Arbeitsatmosphére.
Die Schuler haben verstanden, was sie Uben sollen und
warum sie Uben.

Es gibt nur wenige Lernstérungen, die diskret und beildufig
behoben werden.

Es gibt personen-, ziel-, themen- und methodendifferen-
zierte Ubungsmaterialien.

Die Materialien erlauben eine Kontrolle des Lernerfolgs —
allein oder im Tandem.

Es gibt ansprechende, sich selbst erklarende Ubungs-
materialien.

Die Schiiler haben ihre Ubeutensilien (Materialien, Hefte,
Lernmittel) dabei.

Der Lehrer beobachtet die Ubungen und gibt einzelnen
Schilern wo nétig abgestufte Hilfen.

Ubeleistungen werden genannt und anerkannt.

Die Hausaufgaben werden kontrolliert und gewdrdigt.
Das Kénnensbewusstsein wird durch Uben ausgebaut und

gestarkt.

Ubungen (Bruder 1990). Ein Beispiel dafiir zeigt
der Beitrag von Heiko Fey ab Seite 54 in diesem
Heft. Hierbei handelt es sich um implizites und oft
nicht gesondert reflektiertes Wiederholen von ldnger
zuriickliegenden Grundlagen, die fiir die entspre-
chende Problemstellung von Bedeutung sind. Es
macht durchaus Sinn (gerade in hoheren Klassen-
stufen) eine solche Anwendungssituation bewusst
auch mit dem Ziel der Wiederholung im Unterricht
einzusetzen.

Problematisch wird diese Art der Wiederholung,
wenn die vermeintlich verfiigbaren Grundlagen bei
vielen Schiilerinnen und Schiilern doch nicht mehr
prasent sind. Um dieses abzusichern und ohne Be-
notung zu priifen, eignen sich wieder die vermisch-
ten Kopfiibungen oder man plant den Einsatz von
Hilfekarten oder dhnlichen Unterstiitzungsinstru-
menten.

Sinnvoll tatig werden:

Entdeckendes, produktives, vernetzendes Uben
Ubungsaufgaben und -phasen sinnvoll zu gestal-
ten ist eine Herausforderung, der man sich unter un-
terschiedlichen Gesichtpunkten ndhern kann. Das
Uben soll aus der Nische einer unvermeidlichen, oft
als langweilig erlebten Titigkeit herausgeholt und
in Sinnzusammenhinge gebracht werden. Den Ver-

netzungen zwischen verschiedenen mathematischen
Themenfeldern und zu bereits Bekanntem unter in-
ner- und auflermathematischen Anwendungsaspekten
wird dabei besondere Aufmerksamkeit gewidmet.

Gleichzeitig werden verschiedene Erkenntnis-
ebenen beriicksichtigt. Heinrich Winter fordert,
das Uben mit praktischen Titigkeiten zu verbinden
(Winter 1984). Erich Wittmann und Gerhard Miil-
ler unterscheiden zwischen problem-, operativ- oder
sachstrukturierten Aufgaben und geben in ihrem
,Handbuch produktiver Recheniibungen* Beispie-
le fiir Ubungen zu den Grundfertigkeiten des Zih-
lens und Rechnens und zur Form und MafBerfassung
(Wittmann/Miiller 1992). In seinem Beitrag ab Sei-
te 17 zeigt Timo Leuders, wie Schulbuchaufgaben
kritisch reflektiert und zu produktiven Ubungsauf-
gaben weiterentwickelt werden konnen.

Ein Beispiel fiir eine problemhafte und operativ
strukturierte Aufgabe im Jahr der Mathematik 2008
(aber immer wieder auch mit jeder neuen Jahreszahl
wiederholbar) ist folgende Ubungsidee, die wesent-
lich iiber einfache Rechenfertigkeiten hinausgeht
und einige Strategieiiberlegungen erfordert:

=> Stelle die aktuelle Jahreszahl (2008) mit jeweils
nur einer Ziffernart dar. Dazu sind nur Grund-
rechenoperationen sowie Potenzen, Klammern
und Fakultdten erlaubt.
Wer schafft es, die aktuelle Jahreszahl mit den
wenigsten Ziffern darzustellen?
Hier einige Beispiele, die es gilt zu unterbieten:
(I1-1)N1+1+1) *(1+1)+(1+1)N1+1+1)
2222 - 222 + 2N2+2/2)
(3+3)! *3 —(3/*3 + 3/3) *(3*3 -3/3) ...
8 #((8/8 + 8/8)"8 - (88-8)/(8+8) )
(372 ist dabei die Schreibweise fiir 32, das Zei-
chen ! spricht man ,, Fakultdt“. Es bezeichnet das
Produkt aller Zahlen von 1 bis zu der Zahl, hinter
der ! steht, z. B: 3! = 1*2*3 und 4! = 1*2%3%4.)

Die folgende Aufgabe zum produktiven Uben
stammt von Georg Hiller vom Pidagogischen Zen-
trum Altenkirchen:

= Du schneidest bei einem DIN-A4-Blatt mit ei-
nem geraden Schnitt einen Teil ab. Kreuze an,
welche Ergebnisse nicht moglich sind. Skizziere
fiir die moglichen Ergebnisse eine Losung.

Du erhdiltst ein Trapez.

Du erhdiltst ein rechtwinkliges Dreieck.

Du erhdltst ein Quadrat.

Du erhdiltst ein gleichseitiges Dreieck.

Du erhdiltst ein Fiinfeck.

Du erhdiltst ein gleichschenkliges Dreieck.

O 0O O O O O

Hier wird ein wichtiges Prinzip der Aufgabenkon-
struktion fiir produktives Uben deutlich: Die Auf-
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gaben sind auf ein ,,greifbares* Resultat ausgerich-
tet, welches aber nicht eindeutig sein muss. Ein wei-
teres Kennzeichen produktiver Aufgaben ist die Va-
riation: Beim Darstellen der 2008 verdndert sich die
Art der zu verwendenden Ziffern und beim DIN-
A4-Blatt die Flichenformen. Beide Beispiele er-
moglichen auch ein gezieltes Ausprobieren und bie-
ten damit niedrigschwellige Einstiege.

In dhnlicher Weise konnen produktive Ubungen
mit den entsprechenden Aufgaben auch zur Forde-
rung des Anwendenkdnnens mathematischer Zu-
sammenhinge eingesetzt werden:

=> Beschreibe und skizziere mindestens vier ver-
schiedene Situationen, in denen ein rechtwinkli-
ges Dreieck helfen kann, gesuchte Strecken, Ab-
stdnde oder Entfernungen mit Hilfe des Satzes
des Pythagoras zu berechnen.

Die Losungsmoglichkeiten bei dieser Aufgabe sind:
Steigungsdreieck bei linearen Funktionen, Stiitz-
dreieck im Kreiskegel und in der Pyramide, Anstel-
len einer Leiter an die Wand oder die Frage ,,Wie
hoch fliegt ein Drachen?*. Das rechtwinklige Drei-
eck als Hilfsfigur beim Problemlésen wird unter
anderem auch dadurch motiviert, dass es eine Ver-
kniipfung herstellt zwischen denjenigen GroBen, die
man direkt messen kann und anderen, die im allge-
meinen unzugénglich und daher gesucht sind.

Die Formate produktiven Ubens haben sich in
den letzten Jahren organisatorisch und inhaltlich
weiter entwickelt. Ein Ubungsformat, das versucht,
einige Zielrichtungen des Produktiven Ubens umzu-
setzen, hat sich entwickelt in Richtung , Intelligen-
tes Uben* (vgl. Wynands 2006, Heymann 2005).

Intelligentes Uben

Anliegen der Arbeiten zum ,,Intelligenten Uben* ist
es, mathematische Begriffe und Operationen in ih-
ren spezifischen Zusammenhingen zu beschreiben.
Entsprechend werden Lernumgebungen mit dem
Potenzial zu einem vertieften Verstindnis der ma-
thematischen Zusammenhénge entwickelt. Intelli-
gentes Uben geschieht ausreichend oft und im rich-
tigen Rhythmus (nach sechs Wochen ist sonst vieles
vergessen), es ist auf den individuellen Lernstand
der Schiilerinnen und Schiiler zugeschnitten und
vermittelt Ubungskompetenz (vgl. die Anregungen
in Kasten 2, Leisen 2007).

Die Methoden und Organisationsformen beim
Intelligenten Uben sind vielfiltig. Ob im Rahmen
von Freiarbeitsphasen (vgl. den Beitrag von Chris-
toph Maitzen ab S. 50) oder bei der selbststidndigen
Arbeit mit Losungsbeispielen (vgl. den Beitrag von
Hilbert/Renkl/Holzépfel ab S. 47 in diesem Heft):
Der unterrichtlichen Umsetzung dieser Intentionen
ist viel Spielraum gegeben.
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Anforderungsgestufte Aufgabenfolge

Erste und vertiefende Ubung zu Nullstellenberechnungen
von linearen Funktionen

Wéhle mindestens funf der folgenden Aufgaben aus und I6se
sie — es sind daflr 15Minuten vorgesehen.

1. Gesucht ist jeweils die Nullstelle der folgenden linearen

Funktionen:
a. fx) =x-5
b.fx) =2x+ 6

c. fx) =-5x-25

2. Zeichne eine lineare Funktion mit einer Nullstelle bei
X =-3.

3. Was kann eine Nullstelle einer linearen Funktion praktisch
bedeuten?

4. Gib die Gleichung zweier linearer Funktionen an, die bei
x = 4 ihre Nullstelle haben.

5. Notiere die Gleichung einer lineare Funktion, die keine
Nullstelle hat.

6. Uberlege dir einen Sachverhalt, der mit Hilfe einer linea-
ren Funktion beschrieben werden kann, welche bei P (1; 0)
eine Nullstelle hat.

7. Warum kénnen lineare Funktionen nie mehr als eine Null-
stelle haben?

8. Finde einen Ausdruck zur Bestimmung der Nullstelle fir
eine beliebige lineare Funktion: f(x) = mx + b und gib
dazu evil. notwendige Bedingungen fir m, x und b an!

ZUM AUSPROBIEREN ﬂ

Eine besondere Moglichkeit, dem individuellen
Ubungsbedarf Rechnung zu tragen, sind Aufgaben-
folgen (s. Reibis 1996). Alle Schiilerinnen und Schii-
ler sollen nur eine begrenzte Anzahl Aufgaben 16sen
(z.B. 5 aus 10), die in drei Anforderungsstufen vor-
liegen. Kasten 3 zeigt eine Aufgabenfolge fiir effek-
tives Uben. Miissten nicht — gerade beim Rechner-
einsatz im Unterricht — einige wenige Nullstellen-
berechnungen von Hand ausreichen, zugunsten ei-
nes vertieften Verstidndnisses der Begrifflichkeiten,
was hier noch ldngst nicht ausgelotet wurde? Kom-
petenzorientierte Ubungsprozesse werden sich lang-
fristig voraussichtlich weit weniger kalkiilorientiert
darstellen, als das derzeit noch der Fall ist.

Eine wichtige und noch zu wenig fundiert ge-
nutzte Form intelligenten Ubens bieten spielerische
Elemente wie das Nim-Spiel mit Variationen (Klas-
se 6, vgl. Bruder/Sprengel 1988):



=> Es sind 20 Bonbons gegeben. Zwei Spieler diir-
fen im Wechsel je 1 bis 3 Bonbons nehmen. Wer
das letzte Bonbon nimmt, hat gewonnen.

a) Karin hat gerade das 15. Bonbon genom-
men, es sind also noch 5 Bonbons iibrig. Sil-
via ist als ndchstes dran. Schreibe mehrere
Moglichkeiten auf, wie das Spiel nun weiter-
gehen konnte. Wer gewinnt jeweils?

b) Nachdem Karin und Mark das Spiel mehr-
mals gespielt haben, wollen sie wissen, ob
man das Spiel mit einer Strategie gewinnen
kann. Kannst du ihnen helfen?

c) Erfinde selbst ein Nim-Spiel mit anderen
Bonbonzahlen oder Spielregeln und iiberle-
ge dir eine Losungsstrategie!

Diagnose und Fordern in Ubungsphasen

Die bisher genannten Ubungsformen und -forma-
te sind nicht klar voneinander abgrenzbar und ver-
korpern jeweils spezifische Akzentsetzungen bei
einer moderat konstruktivistischen Sicht auf Lern-
prozesse. Auch das Format der reflektierenden
Ubung greift Aspekte des intelligenten und produk-
tiven Ubens auf, fokussiert jedoch in eine bestimm-
te Richtung: Ubungseffekte sollen fiir Schiiler und
Lehrer im Lernprozess transparent sein — verbunden
mit klaren Ubungszielen — und schlieBlich als tem-
porales Lernergebnis auch greifbar sein.

,»Welche Aufgabe ist dir besonders leicht/schwer
gefallen — und warum? Welche Aufgabe aus Teil a)
hilft dir, Aufgaben aus Teil b) besser zu 16sen?** Fra-
gen wie diese ermdglichen ein reflektierendes Uben
selbst mit so genannten ,,Plantagenaufgaben® (vgl.
Leuders 2006). Die noch in vielen Lehrbiichern auf-
findbaren konservativ gestrickten ,,Pickchen* wer-
den durch die Frage nach dem ,,Strickmuster®, der
zugrunde liegenden Struktur neu gewichtet. In die-
ser Frage ist die Chance zum Nachdenken iiber das
Ubungsziel angelegt und sie bietet Moglichkeiten
einer vertieften Einsicht in die zugrunde liegenden
mathematischen Zusammenhinge. Eine erfolgrei-
che Ubung zu Termumformungen ist auch die fol-
gende:

=> Gegeben ist die einfache Gleichung 3x + 5 = 50.
Wie kann man die Gleichung (schrittweise)
schwieriger machen, so dass sich aber die Lo-
sung nicht verdndert?

Ziel ist es hier, die Losung erst nach mehreren (dqui-
valenten) Umformungsschritten zu erhalten. Die
grofiten Schwierigkeiten sehen die Lernenden meist
im Auftreten von Klammern und negativen Vorzei-
chen vor Klammern. Ein Beispiel fiir eine ,,aufge-
blasene™ dquivalente Gleichung zur gegebenen mit

mehreren Schwierigkeitsmerkmalen wire diese:
20-6(3x+5)=50-3(7x+5)

Die Lernenden setzen sich hier bewusster mit Term-

strukturen auseinander als bei reinen ,,Vorwirtsfra-

gen* zum Losen gegebener Gleichungen.

Ein aktueller Trend ist die Anreicherung von
Ubungsmaterialien mit Selbsteinschitzungsmog-
lichkeiten. Hiermit wird den Schiilerinnen und
Schiilern Gelegenheit geboten, mehr Verantwortung
fiir ihren eigenen Lernprozess zu iibernehmen und
Kompetenzen selbst regulierten Lernens mitzuler-
nen. Es ist nicht leicht, ein geeignetes Maf} an Klein-
schrittigkeit und Verstindlichkeit in den Selbstein-
schitzungsfragen zu finden. Empfehlenswert ist die
Zuordnung von Musteraufgaben zu den Selbstein-
schétzungsfragen vom Format: ,,Ich kann ...“. Ent-
scheidend ist, dass aus diesen Selbsteinschitzungen
dann auch Taten folgen.

Ubungen zur Reflexion und Diagnose koénnen
aber auch als punktuelle und durchaus zeitékonomi-
sche Lerngelegenheit eingesetzt werden, beispiels-
weise gleich nach den ersten Stunden zum neuen
Thema ,,Zuordnungen‘:

=> Welche Moglichkeiten kennst du, um Zuordnun-
gen darzustellen?

=> Gib ein Beispiel fiir eine proportionale Zuord-
nung an und nenne ein Beispiel, das keine pro-
portionale Zuordnung ist.

=> Welchen Vorteil kann eine mathematische Be-
schreibung von Zuordnungen haben?

=> Ein Student arbeitet als Hilfskraft pro Woche
vier Stunden und verdient 32 €. Wie viel € hat er
in einer halben Stunde verdient?

=> Bei einer Gartenarbeit habt ihr zu dritt mit ange-
packt und vier Stunden bendotigt. Wie viele Helfer
hdittet ihr gebraucht, um in einer halben Stunde
die Arbeit abzuschlieflen?

=> Wie realistisch ist das?

Wie solche ,.Lernprotokolle® (s. Bruder 2007) kon-
zipiert und im Unterricht eingesetzt werden konnen,
zeigt der Beitrag von Elke Hasenbank-Kriegbaum
ab Seite 15.

Ein Ubungskonzept

Im Hinblick auf eine effiziente Nutzung der Unter-
richtszeit zum schrittweisen Kompetenzaufbau wird
hier ein Ubungskonzept vorgestellt, das aus drei auf-
einander aufbauenden Phasen besteht und die Inten-
tionen produktiven und intelligenten Ubens auf-
greift:

+ erste Ubungen

+ vertiefende, vielfiltige Ubungen

 komplexe Ubungen und Anwendungen
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Erste Ubung
Unmittelbar an das Gewinnen neuer mathematischer
Erkenntnisse schlieBt sich eine erste Ubung an. Sie
tibernimmt die Funktion einer kurzen aber instruk-
tiven Ergebnissicherung schon in den Erarbeitungs-
stunden. (Erste Ubungen sollten nicht einfach in die
Hausaufgaben verlagert werden!) Sie erfordern in
der Regel wenig Zeit, weil die entsprechenden Auf-
gaben nur in kleinem Umfang erforderlich sind.
Die ersten Ubungen enthalten Identifizierungs-
und Realisierungsaufgaben fiir die neuen Stoffele-
mente (mathematische Begriffe, Zusammenhinge,
Verfahren und Vorgehensstrategien) sowie Auffor-
derungen, ein eigenes Beispiel ,,dafiir* und ,,dage-
gen* anzugeben. Sie sind unmittelbar mit der Phase
des ,,Erkundens, Entdeckens, Erfindens® verbunden,
wenn neue Erkenntnisse gewonnen werden, um die-
se elementar zu sichern. Konkrete Beispiele finden
Sie in Kasten 4.

Vertiefende vielfaltige Ubungen

Im Unterrichtsverlauf werden regelmédfig Grund-
aufgaben und deren Umkehrungen (vgl. ml Heft 140
S. 12 und Erdnijew 1977) sowie Erweiterungen
von Grundaufgaben mit Elementen des Grundwis-
sens aus lidnger zuriickliegenden Themen gestellt.
Es sind sowohl innermathematische als auch aufler-
mathematische Kontexte wichtig.

Vertiefende Aufgaben konnen in Teilaufgaben
von einfachen Anforderungen bis hin zu komplexe-
ren, offeneren Teilaufgaben zum Ende der Gesamt-
aufgabe gestuft sein. Solche Aufgaben geben einen
leichten Einstieg, der auch lernschwachen Schiile-
rinnen und Schiilern Erfolgserlebnisse bietet. Den-
noch werden auch Leistungsstirkere entsprechend
gefordert und gefordert. Hier ein Beispiel:

=> Torsten hat sich einen Zaubertrick ausgedacht.

Er sagt: ,,Denke dir eine Zahl. Verdopple deine

Zahl und addiere 9. Multipliziere das Ganze nun

mit 4 und ziehe 36 ab.* Torsten behauptet, dass

er anhand des Ergebnisses sofort die gedachte

Zahl benennen kann.

a) Jan denkt sich die Zahl 5. Welches Ergebnis
nennt er Torsten?

b) Beim ndichsten Versuch hat Jan das Ergebnis
64. Welche Zahl hatte er sich gedacht?

c) Wie kann Torsten schnell und einfach die ge-
dachte Zahl berechnen? Erkldre, warum die-
ser Trick immer funktioniert.

Auch Aufgaben zur Ausbildung von Teilhandlun-
gen des Modellierens gehoren zu diesen vielfilti-
gen Ubungen. Solche Aufgaben lassen sich gut aus
eingekleideten Aufgaben im Schulbuch generieren:
Lassen Sie z.B. zu einigen (eingekleideten) Aufga-
ben zu linearen Gleichungssystemen zunichst nur
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Erste Ubungen

Zu einem Begriff: Prisma

* [dentifizierungshandlung: Von verschiedenen vorgegebe-
nen Korpern (auch Bilder moglich) entscheiden, ob es
Modelle fir Prismen sind mit Begriindung durch die
definierenden Eigenschaften.

* Realisierungshandlung: Eine Abwicklung (Kérpernetz)
eines Prismas skizzieren; aus Klickies zwei prismen-
férmige Kérper bauen und Ahnliches.

* Finde ein eigenes Anwendungsbeispiel und ein eigenes
Gegenbeispiel fur ein Prisma.

Zu einem Zusammenhang: Satz des Pythagoras

* [dentifizierungshandlung: Zu verschiedenen Sachsituatio-
nen soll festgestellt werden, ob der Satz des Pythagoras
sich zur Bearbeitung des Problems eignet (Argumentation
mit den Voraussetzungen des Satzes).

* Realisierungshandlung: Ausfuhren von formalen Berech-
nungen mit Hilfe des Satzes an einem gegebenen recht-
winkligen Dreieck.

» Aufforderung, eine eigene Anwendungssituation fiir den
Satz und ein eigenes Beispiel fiir die Nichtanwendbarkeit
des Satzes des Pythagoras zu finden

Zu einem Verfahren: Gleichsetzungsverfahren zum Lésen

linearer Gleichungssysteme mit zwei Variablen

* Identifizierungshandlung: Bei welchen Gleichungs-
systemen kann man das Gleichsetzungsverfahren am
leichtesten anwenden? Warum?
6a—-4b =45 y=2x+7 s =9k
4da+b =12 y=-3x-8 3k=5s+ 84

* Realisierungshandlung: Lése ein Gleichungssystem nach
dem Gleichsetzungsverfahren!

* Notiere ein eigenes Beispiel, das leicht mit dem Gleich-
setzungsverfahren geldst werden kann. Wie kannst du
das Ergebnis veranschaulichen?

ZUM AUSPROBIEREN n

die Gleichungen aufstellen, aber noch nicht losen.
Die Teilhandlung des Mathematisierens steht nun
im Fokus und ldsst die Komplexitit der Lernanfor-
derungen nicht zu grofl werden. Die Schiilerinnen
und Schiiler haben so Gelegenheit, separat Losungs-
ansitze zu finden und dabei konzentriert entspre-
chende Strategien zu erlernen. Auch fiir das Inter-
pretieren gegebener Resultate aus mathematischen
Berechnungen in einem vorgegebenen Kontext ldsst
sich eine analoge Aufgabensequenz erstellen.

Bei den ,,vielfiltigen Ubungen“ lasst sich die
Ubungsqualitit der Lehr- und Lernmaterialien in
der Regel nicht an einer einzelnen Aufgabe fest-
machen, sondern an der Art der Zusammenstellung.
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Einbettung von Unterrichtsmethoden
und Aufgabenformaten in einen Konzeptrahmen

Methoden

Woéchentliche (vierzehntatige) vermischte
Kopflibung
=> Kopfiibung

Einflhrungsproblem(e)

Mind Map zur Beschreibung des bisherigen
Erkenntnisstandes zu einem Thema
(Lokalisieren von Erkenntnislticken,

neuen Fragestellungen)

Erstellen eines Wissensspeichers mit den
neuen Begriffen, Zusammenhangen und
typischen Anwendungsfeldern

Lernprotokoll zur Reflexion und Verstandnis-
férderung, Diagnose ohne Noten

=> Kopfiibung

Problemlésenlernen durch
Bewusstmachen von Heuristiken
und erste Ubungen mit
Wahlaufgaben

Ich — Du — Wir-Prinzip
Stationenlernen

Expertenmethode

Unterrichtsbegleitende langfristige Haus-
aufgaben mit Selbstregulationselementen

=> Kopfiibung

Mind Map zur Beschreibung der neuen
Wissenselemente, ihrer Zusammenhange
und typischer Anwendungen zum
aktuellen Unterrichtsthema

Selbsteinschatzung — was kann ich schon?

Test, Portfolio, Lerntagebuch ...

Didaktische Funktion,
Aufgabenformate

Permanente Ausgangsniveausicherung

Einfihrung neues Stoffes,
Zielorientierung/Motivierung

Arbeitsprogramm/Systematisierung
Erste Ubungen
Vielfaltige Ubungen mit Grundaufgaben und

Abwandlungen (Zielumkehr) sowie
Erweiterungen

Komplexe Ubungen und Anwendungen

Musteraufgabe zum Kennenlernen heuristischer
Hilfsmittel, Prinzipien und Strategien

Komplexaufgaben mit Standardcharakter,
offene Aufgaben

Aufgaben selbst erfinden
Mathematikgeschichten schreiben

Komplexaufgaben mit Problemcharakter,
Modellierungsaufgaben

Zusammenfassung - Systematisierung
und Testvorbereitung

Leistungsmessung, Diagnose
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(Zur Beurteilung der Qualitdt von Lehr- und Lern-
materialien zum Uben, vgl. den Beitrag von Collet/
Bruder/Strobele ab Seite 60 in diesem Heft.) Spites-
tens im Ubergang von den vielfiltigen zu den kom-
plexen Ubungen ist auch das Lernprotokoll sinnvoll
angesiedelt mit dem Ziel, eine Lerngelegenheit mit
bewertungsfreier Diagnose des ersten Verstindnis-
ses neuer Lerninhalte zu bieten.

Komplexe Ubungen und Anwendungen

Zum Ende einer Unterrichtsreihe ist es sinnvoll, ei-
ne Lerngelegenheit fiir komplexes Uben und An-
wenden einzuplanen, die evtl. auch mehrere Unter-
richtsstunden umfasst und nicht schwerpunktmifig
dem Training auf einen Test oder eine Klassenarbeit
gewidmet ist. Hier besteht die Moglichkeit, im Sin-
ne des produktiven Ubens komplexe Aufgaben zu
stellen und offene Aufgaben in einer grof3eren Viel-
falt zu bearbeiten. Die Selbststindigkeit der Schii-
lerinnen und Schiiler wird durch Auswahlmoglich-
keiten beziiglich Anforderungsniveau und Kontext
gefordert und eine Binnendifferenzierung erreicht.
Insbesondere bieten solche Unterrichtsphasen die
Moglichkeit, projektartig zu arbeiten und Modellie-
rungsaufgaben als Ganzes in Angriff zu nehmen.

Unterrichtskonzept
zum nachhaltigen Kompetenzerwerb

Oft wird in der Lehrerfortbildung die Frage gestellt,
wie man denn die vielen Unterrichtsanregungen —
neue und bewihrte Unterrichtsmethoden und Kon-
zepte — im Unterrichtsalltag bewiltigen und einbin-
den kann angesichts noch immer zeitlich enger und
inhaltlich voller Lehrplidne bzw. Kerncurricula.

Diese Frage kann man derzeit nicht wirklich zu-
friedenstellend beantworten. Man kann aber versu-
chen, die vielen Bausteine und Aspekte kompetenz-
orientierten Unterrichtens miteinander zu verkniip-
fen und dies in Beziehung zu setzen mit vertrauten
Unterrichtsstrukturen bzw. Modellen.

Wie kann den bisher beschriebenen Unterrichts-
methoden und Aufgabenformaten ein geeigneter
Platz in einer Unterrichtsreihe zugewiesen werden,
so dass sie sich gut in den Prozess der Erkenntnis-
gewinnung und des Ubungsfortschritts der Lernen-
den eingliedern und diesen unterstiitzen? Die Uber-
sicht auf S. 10 gibt einige Anregungen dazu (vgl.
Bruder u.a. 2008, S. 79).

Auf der linken Seite der Ubersicht findet man ei-
ne mogliche Abfolge von Methoden innerhalb ei-
ner Unterrichtsreihe, die nachhaltiges Lernen unter-
stiitzen. Hier sind exemplarisch auch Methoden auf-
gefiihrt, die wir in diesem Beitrag nicht niher be-
schrieben haben (s. Barzel u. a. 2007). Die Ubersicht
zeigt, dass die Kopfiibungen unabhingig vom aktu-
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ellen mathematischen Thema ihren festen Platz ha-
ben miissen und wo ein Lernprotokoll angesiedelt
sein konnte.

Auf der rechten Seite werden noch einmal ty-
pische Aufgabenformate angegeben, die in diesem
methodischen Ablauf mit einer bestimmten didakti-
schen Funktion Akzente setzen. Damit ist kein for-
males Ablaufschema fiir modernistischen Mathe-
matikunterricht gemeint, sondern ein Orientierungs-
rahmen fiir eine fundierte Unterrichtsplanung.
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